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Pangeometrie. 



Von 



N. J. Lobatsch^fskij. 



§ 1. Die ungenügende Begründung der gewöhnlichen 
Parallelentheorie. 

[617] Die Begriffe, auf welche man die elementare Geo- 
metrie begründet, sind nicht genügend, um daraus einen Beweis 
des Satzes abzuleiten, dass die Summe der drei Winkel eines 
jeden geradlinigen Dreiecks zwei rechten Winkeln gleich ist, 
ein Satz, an dessen Wahrheit bisher niemand gezweifelt hat, 
weil man keinem Widerspruch in den Folgerungen begegnet, 
die man daraus abgeleitet hat, und weil die directen Messungen 
der Winkel der geradlinigen Dreiecke innerhalb der Fehler- 
grenzen der vollkommensten Beobachtungen mit diesem Satze 
übereinstimmen, i) 

Die Unzulänglichkeit der Grundbegriffe für den Beweis 
dieses Satzes hat die Geometer gezwungen, ausdrücklich oder 
versteckt Hülfsannahmen zuzulassen, die, wie einfach sie auch 
scheinen mögen, nichtsdestoweniger willkürlich und daher un- 
zulässig sind. So nimmt man z. B. an, dass ein Kreis mit 
unendlich grossem Halbmesser in eine gerade Linie übergeht 
und eine Kugel mit unendlich grossem Halbmesser in eine 
Ebene, dass die Winkel jedes geradlinigen Dreiecks nur vom 
Verhältniss der Seiten abhängen und nicht von den Seiten 
selbst, oder endlich, wie das gewöhnlich in den Anfangsgründen 
der Geometrie geschieht, dass man durch einen gegebenen 
Punkt der Ebene nur eine einzige parallele Gerade zu einer 
andera in der Ebene gegebenen Geraden ziehen kann, während 
alle andern Geraden, die durch denselben Punkt und in der- 
selben Ebene gezogen sind, wenn sie genügend verlängert sind, 
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die gegebene Gerade nothwendig schneiden müssen. 2) Man 
versteht unter dem Namen : zu einer andern gegebenen Geraden 
parallele Gerade eine Gerade, die^ wie weit man sie auch nach 
beiden Seiten verlängern möge, niemals diejenige schneidet, 
zu welcher sie parallel ist. Diese Erklärung ist an und für 
sich ungenügend, denn sie kennzeichnet nicht genug eine 
einzige gerade Linie. Dasselbe kann man sagen von den 
meisten Erklärungen, welche gewöhnlich in den Anfangsgründen 
der Geometrie gegeben werden, denn diese Erklärungen zeigen 
nicht nur nicht die Entstehung derjenigen Grössen an, welche 
man erklärt, sondern sie zeigen auch nicht einmal, dass diese 
Grössen bestehen können. So erklärt man die gerade Linie 
und die Ebene durch eine ihrer Eigenschaften, man sagt, dass 
die geraden Linien diejenigen sind, welche völlig zusammen- 
fallen, wenn sie zwei Punkte gemein haben, dass eine Ebene 
eine Fläche ist, [618] mit der eine gerade Linie immer zu- 
sammenfällt, sobald die Gerade zwei Punkte mit ihr gemein hat. 

§ 2. Neue Begrfindang der Parallelentheorie. 

[Gerade.] Statt die Geometrie mit der Ebene und der ge- 
raden Linie zu beginnen, wie man es gewöhnlich machte habe 
ich es vorgezogen, sie mit der Kugel und dem Kreis zu be- 
ginnen, deren Erklärungen nicht dem Tadel unterworfen sind, 
unvollständig zu sein, weil sie die Entstehungsart der Grössen 
enthalten, welche man erklärt. 

[Ebene.] Darauf erkläre ich die Ebene als den geome- 
trischen Ort der Schnitte gleicher Kugeln, die um zwei feste 
Punkte als Mittelpunkte beschrieben sind. Endlich erkläre ich 
die gerade Linie als den geometrischen Ort der Schnitte von 
gleichen Kreisen, die alle in derselben Ebene gelegen und um 
zwei feste Punkte dieser Ebene als Mittelpunkte beschrieben 
sind. Nimmt man diese Erklärungen der Ebene und der ge- 
raden Linie an, dann kann die ganze Lehre von den Ebenen 
und den Loten auseinandergesetzt und mit grosser Einfachheit 
und Kürze bewiesen werden. 

[Parallele.] Wenn eine Gerade und ein Punkt in einer 
Ebene gegeben ist, nenne ich Parallele zur gegebenen Ge- 
raden, gezogen durch den gegebenen Punkt, die Grenzgerade 
zwischen denjenigen unter den Geraden (die in derselben Ebene 
durch denselben Punkt gezogen sind und auf der einen Seite 
des von diesem Punkt auf die gegebene Gerade gefällten Lotes 
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verlängert sind), welche sie schneiden, und denen, welche sie 
nicht schneiden. 

Ich habe eine vollständige Theorie der Parallelen ver- 
öffentlicht unter dem Titel »Geometrische Untersuchungen zur 
Theorie der ParalleUinien. Berlin 1840. In der Fincke'schen 
Buchhandlung. « ^) In dieser Arbeit habe ich zuerst alle Lehr- 
sätze auseinandergesetzt, die ohne Hülfe der Lehre von den 
Parallelen bewiesen werden können. [Inhalt des sphärischen 
Dreiecks,] Unter diesen Sätzen ist derjenige besonders be- 
merkenswerth, der die Beziehung des Flächeninhalts jedes sphä- 
rischen Dreiecks zur Oberfläche der ganzen Kugel angiebt, auf 
der es gezeichnet ist (Geometrische Untersuchungen § 27). Wenn 
Äj B, C die Winkel eines sphärischen Dreiecks bezeichnen und 
TT zwei rechte Winkel, dann wird das Verhältniss des Flächen- 
inhalts dieses Dreiecks zum Flächeninhalt der ganzen Kugel, 
der es angehöii;, gleich sein dem Verhältniss von 

^{A + B+C^7t) 

zu vier rechten Winkeln. *) 

[Winkelsumme im Dreieck.] Sodann beweise ich, dass die 
Summe der Winkel jedes geradlinigen Dreiecks niemals zwei 
rechte Winkel übertreffen kann (Geometrische Untersuchungen 
§ 19)^) und dass, wenn diese Summe in einem beliebigen 
Dreieck zwei rechten Winkeln gleich ist, sie es in allen sein 
wird (Geometrische Untersuchungen § 20). ^) So giebt es nur 
zwei mögliche Voraussetzungen: entweder ist die Summe der 
drei Winkel in jedem geradlinigen Dreieck zwei rechten 
Winkeln gleich, diese Voraussetzung giebt die [619] bekannte 
Geometrie, oder in jedem geradlinigen Dreieck ist diese Summe 
kleiner als zwei rechte Winkel, und diese Annahme dient zur 
Grundlage einer andern Geometrie, der ich den Namen imaginäre 
Geometrie gegeben hatte, aber die man vielleicht passender 
als Pangeometrie bezeichnet, weil dieser Name eine allge- 
meine geometrische Lehre bezeichnet, welche die gewöhnliche 
Geometrie als besonderen Fall enthält. [Pat^allelioinJceL] Es 
folgt aus den in der Pangeometrie angenommenen Grundlagen, 
dass ein Lot p, welches von einem Punkte einer Geraden auf 
eine ihrer Parallelen gefällt ist, mit der ersten zwei Winkel 
bildet, von denen der eine spitz ist. Ich nenne diesen Winkel 
Parallelwinkel und die Seite der ersten Geraden, wo er 
sich befindet, eine Seite, die für alle Punkte dieser Geraden 
dieselbe ist, Seite des Parallelismus. Ich bezeichne diesen 
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Winkel mit 11 (p) , weil er von der Länge des Lotes abhängt. 
In der gewöhnlichen Geometrie hat man immer 11 (p) gleich 
einem rechten Winkel fär jede Länge von p. In der Pan- 
geometrie durchläuft der Winkel n{p) aUe Werthe von Null 
an, welcher Werth ^ = oo entspricht, bis zu 11 [p) gleich 
einem rechten Winkel, fttr |? = (Geometrische Untersuchungen 
§ 23). Um der Function 11 {p) einen allgemeineren analy- 
tischen Werth zu geben, nehme ich an, dass der Werth dieser 
Function für negatives p, ein Fall auf den sich die ursprüng- 
liche Erklärung nicht ausdehnen lässt, festgesetzt ist durch 
die folgende Gleichung: 

n{p) + n{-^p) = 7t. 

So kann man für jeden Winkel ^ > und < 7t eine Linie p 
finden, so dass n(p) = A, wo die Linie p positiv sein wird, 
wenn Ä <^^/t. Umgekehi-t giebt es für jede Linie p einen 
Winkel Ä^ so dass Ä = n{p). [Der GrenxJcreis.] Ich nenne 
Grenzkreis den Ki-eis, dessen Halbmesser unendlich gross 
ist, er kann näherungsweise gezogen werden, indem man auf 
die folgende Art so viel Punkte davon als man will zeichnet. 
Nehmen wir einen Punkt auf einer unbegrenzten Geraden, 
nennen wir diesen Punkt Scheitel und diese Gerade Axe des 
Grenzkreises , zeichnen wir einen Winkel ^ > und <C i ^7 
dessen Scheitel mit dem Scheitel des Grenzkreises zusammen- 
fällt, und dessen einer Schenkel die Axe ist, sei endlieh a die 
Linie, welche giebt Tl(a) = Ä^ und tragen wir auf dem zweiten 
Schenkel des Winkels vom Scheitel aus die Strecke 2 a ab, 
dann wird der Endpunkt dieser Strecke sich auf dem Grenz- 
kreise befinden; um den Zug des Grenzkreises nach der an- 
deren Seite fortzusetzen, wird man diese Construction auf dieser 
Seite wiederholen müssen. Es folgt, dass alle Geraden parallel 
zur Axe des Grenzkreises als Axe dienen können, ^j [Die 
Grenxkttgel] Die Drehung des Grenzkreises um eine seiner 
Axen erzeugt eine Fläche, die ich Grenz kugel nenne, und 
die folglich die Grenze ist, der die Kugel sich nähert, wenn 
ihr Halbmesser ins Unendliche wächst. Wir werden die Dre- 
hungsaxe, und folglich auch alle [620] Geraden, die zur Dre- 
hungsaxe parallel sind, Axen der Grenzkugel nennen, und Durch- 
messerebene jede Ebene, die eine oder mehrere Axen der 
Grenzkugel enthält. Die Schnitte der Grenzkugel mit ihren 
Durchmesserebenen sind Grenzkreise. Ein Theil der Ober- 
fläche der Grenzkugel, der durch drei Bogen von Grenzkreisen 
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begrenzt wird, wird Grenzkugeldreieck genannt, die Grenzkreis- 
bogen werden Seiten, und die Kantenwinkel zwischen den 
Ebenen dieser Bogen Winkel des Grenzkugeldreiecks genannt. 
[Paraüdismti>$ dreier Geraden.] Zwei Gerade, die einer dritten 
parallel sind, sind unter einander parallel.®) (Geometrische 
Untersuchungen § 25.) Es folgt daraus, dass aUe Axen des 
Grenzkreises und der Grenzkugel unter einander parallel sind. 
[Geometrie auf der GrenzkugeL] Wenn drei Ebenen sich zu 
je zweien in drei parallelen Geraden schneiden, und wenn man 
jede Ebene begrenzt auf den Theil, welcher zwischen den 
beiden Parallelen gelegen ist, dann ist die Summe der drei 
Kantenwinkel, welche diese Ebenen bilden, zwei rechten 
Winkeln gleich. ^) (Geometiische Untersuchungen § 28). Aus 
diesem Satze folgt, dass die Summe der Winkel jedes Grenz- 
kugeldreiecks zwei rechten Winkeln gleich ist, und alles, was 
man in der gewöhnlichen Geometrie über die Verhältnisse der 
Seiten der geradlinigen Dreiecke beweist, kann folglich auch 
auf dieselbe Art in der Pangeometrie von den Grenzkugel- 
dreiecken bewiesen werden, indem man nur die der einen Seite 
eines geradlinigen Dreiecks parallelen Geraden ersetzt durch 
Grenzkreisbogen, die durch die Punkte der einen Seite eines 
Grenzkugeldreiecks gezogen sind und alle denselben Winkel 
mit dieser Seite bilden. Wenn also zum Beispiel pqr die 
Seiten eines Grenzkugeldreiecks und P, Q, ^7t die diesen Seiten 
gegenüberliegenden Winkel sind, so muss man genau wie für 
die geradlinigen rechtwinkligen Dreiecke der gewöhnlichen 
Geometrie die folgenden Gleichungen annehmen 

p = r sin P = r cos Q 
q 7=2 r cosF= r sinO 

[4.bstaiid von zivei Parallelen.] In der gewöhnlichen Geo- 
metrie beweist man, dass der Abstand von zwei parallelen 
Geraden constant ist. 

In der Pangeometrie nimmt dagegen der Abstand p des 

Punktes einer Geraden von der parallelen Geraden nach der 

Seite des Parallelismus ab, d. h. nach der Seite, zu der der 
Parallelwinkel Tlij?) gewendet ist. ^^) 
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[Grenzkreisbog&n zwisclien Parallelen.] Seien jetzt s, s, s", . . . 
eine Reihe von Grenzkreisbogen, die zwischen zwei parallelen 
Geraden enthalten sind, und nehmen wir an, dass die Theile 
von jeder Parallele, die zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Bogen enthalten sind, [621] alle unter einander gleich sind 
und gleich x, nennen wir E das Verhältniss von s zu s' 

S TP ^ '^^ - ^ > 

7 = ^' 'x:> 

wo E eine Zahl ist, die grösser ist als die Einheit. 

Setzen wir zuerst JS' = — , wo m und n ganze Zahlen 

VI 

sind, und theilen den Bogen ä in m gleiche Theile. [Fig. 1.] Sei 

AB der erste Theil von ä, 
>- ^ x- A' ^^ V ^'J? der erste Theil von s', 

"^ Ä'B" der erste Theil von s" 
u. s. f., wo Ä^ Ä\ Ä", . .. 
die Punkte sind, welche auf 
einer der beiden gegebenen 
Parallelen gelegen sind, und 
auf ÄBj dass Ä und A' zusammen- 
auf AB fällt. Wiederholen wir diese 
Aufeinanderlegung w-mal nach einander. Da nach Voraus- 
setzung s : s' = w : m , so wird nothwendig nA' B' =^ mAB sein, 
und da folglich das zweite Ende von A' B' nach der w-ten 
üebereinanderlagerung mit dem anderen Ende von s zusammen- 
fällt, welches in n gleiche Theile getheilt sein wird, so werden 
s\ s\ . . . auch jedes in m gleiche Theile getheilt durch die 
Parallelen zu den gegebenen parallelen Geraden. Wenn man 
aber bedenkt, dass, indem man die oben angegebene üeber- 
einanderlagerung ausführt, A' B' den Theil der Ebene mit sich 
nimmt, der in diesem Bogen und den beiden Parallelen, die 
durch seine Endpunkte gezogen sind, begrenzt wird, so ist klar, 
dass, während n-msl A' B' den ganzen Bogen s bedeckt, nA!* B" 
den ganzen Bogen s bedecken wird und so weiter, weil in 
diesem Falle die Parallelen zusammenfallen müssen im ganzen 
Verlaufe, so dass man hat 




legen wir A' B' derart 
fallen, und dass A' B' 



iÄ'ff'=mÄB', 



oder was dasselbe ist 
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^' ^ ^ ä' ^ 

-^ = — = -E7; -7 = E' u. s. w. , 

was bewiesen werden sollte. 

Um dasselbe zu beweisen in dem Falle, wo E eine irra- 
tionale Zahl ist, wird man eine der Methoden anwenden können, 
die in ähnlichen Fällen der gewöhnlichen Geometrie gebräuch- 
lich sind, ich lasse die Einzelheiten der Kürze halber weg. 
Also ist 

s _ s' s" 

S S S ^ - P^ 

Danach ist es nicht schwer zu sehliessen, dass ^ 

s' = sE'"" , 

[622] wo E der Werth von s:s für den Fall, wo x, der Ab- 
stand zwischen den Bogen 5 und s', der Einheit gleich ist. 

[Grenzkreissector,] Es muss bemerkt werden, dass das Ver- 
hältniss E nicht von der Länge des Bogens s abhängt und 
dasselbe bleibt, wenn die beiden gegebenen parallelen Geraden 
sich von einander entfernen oder sich einander nähern. Die 
Zahl Ej welche nothwendig grösser als die Einheit ist, hängt 
nur von der Einheit der Länge ab, welche der Abstand von 
zwei aufeinanderfolgenden Bogen ist, und die vollkommen will- 
kürlich bleibt. Die Eigenschaft, die wir soeben in Bezug auf 
die Bogen s, s', s", . . . bewiesen haben, bleibt bestehen für 
die Flächen P, P\ P'\ . . . , die begrenzt sind von zwei auf- 
einanderfolgenden Bogen, und die beiden Parallelen. Man hat -< * 
also ^p'^. i/rr^\ T F' 

Vereinigen wir die n ähnlichen Flächen P, P', P", .'. . p("->)^ .,^ 
so wird die Summe sein r- o/* ^ f ^, . . 

Für n = 00 giebt dieser Ausdruck den Flächeninhalt des 
Theiles der Ebene zwischen zwei parallelen Geraden, der nach 
der einen Seite durch den Bogen s begrenzt wird und unbe- 
grenzt ist nach der Seite des Parallelismus hin, und der Werth 
dieser Fläche wird sein 
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Wählen wir als Flächeneinheit die Fläche P, welche einem 
Bogen von der Länge Eins und dem Werthe a; = 1 entspricht, 
so wird sie allgemein für einen beliebigen Bogen s 

X (.^'^ ■ Es 

^In der gewöhnlichen Geometrie ist das mit E bezeichnete Ver- 
hältniss constant und der Einheit gleich ; es folgt daraus, dass 
in der gewöhnlichen Geometrie zwei parallele Gerade tiberall 
denselben Abstand haben, und dass die Fläche des Theiles 
der Ebene, welcher zwischen den beiden parallelen Geraden 
gelegen ist, und nur auf der einen Seite begrenzt ist durch 
das ihnen gemeinsame Lot, unendlich ist. 

§ 3. Geradlinige, sphärische und Grenzkugel-Dreiecke. 

[Das geradlinige rechtmnldige Dreieck.] . Betrachten wir jetzt 
ein geradliniges rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten a, b, g 
sind, während A^ B^ \7t die diesen Seiten gegenüberliegenden 
Winkel sind. Die Winkel AB können als Parallelwinkel 
JI(a), rL{ß) aufgefasst werden, die Geraden von den positiven 
Längen a, ß entsprechen. Kommen wir noch überein, von 
jetzt ab durch einen Buchstaben mit einem Accent eine Strecke 
zu bezeichnen, deren Länge einem [623] Parallelwinkel ent- 
spricht, welcher das Complement zu einem rechten Winkel ist 
von demjenigen Parallelwinkel, welcher einer Strecke entspricht^ 
deren Länge mit demselben Buchstaben ohne Accent bezeichnet 
wird, so dass man immer hat 

iI(a) + JT(a') = 4^. 

n[h) + n[h') =\7t. 

Bezeichnen wir [Fig, 2] mit f[a) den Theil 
einer Parallelen zu einer Axe des Grenz- 
kreises, welcher eingeschlossen ist zwischen 
dem zu dieser Axe im Scheitel des Grenz- 
kreises errichteten Lot und dem Grenzkreise 
selbst, wenn diese Parallele durch einen Punkt des Lotes geht, 
dessen Abstand vom Scheitel a ist, und sei endlich L{a) die 
Länge des Bogens vom Scheitel bis zu dieser Parallele. 
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In der gewöhnlichen Geometrie hat man 

f{a) = 

L[a) =z a • 

für jede Linie a. 

[Das zugehörige sphäriscJie rechtwinklige Dreieck]. Ziehen wir 
[Fig. 3] zur Ebene des rechtwinkligen Dreiecks, dessen Seiten 
mit a, by e bezeichnet worden sind, 
das Lot AÄ'^ welches durch den Sehei- 
tel Ä des Winkels JI(a) geht. 

Lassen wir durch dieses Lot zwei 
Ebenen gehen, von denen die eine, 
welche wir die erste Ebene nennen 
werden, auch durch die Seite b hin- 
durchgeht, und die andere die zweite 
Ebene durch die Seite c. Zeichnen 
wir in der zweiten Ebene die Gerade Fig. 3. 

BB' parallel zu AÄ', die durch den 

Scheitel B des Winkels 11 {ß) hindurchgeht, und lassen wir 
eine dritte Ebene durch BB' und die Seite a des Dreiecks 
hindurchgehen. Diese dritte Ebene wird die erste in einer 
Geraden CG', die zu AA' parallel ist, schneiden. Nehmen 
wir jetzt an, es sei eine Kugel beschrieben um den Punkt B 
als Mittelpunkt mit einem willkürlichen Halbmesser, der aber 
kleiner ist als a, eine Kugel, die folglich die beiden Seiten a, c 
des Dreiecks und die Gerade BB' in drei Punkten treflPen 
wird, die wir so nennen werden: den ersten «, den zweiten m 
und den dritten k. Die Bogen der grössten Kreise, welche 
die Schnitte dieser Kugel mit den drei durch B gehenden 
Ebenen sind, Kreise, die die Punkte w, m, k zu je zweien 
verbinden, werden ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck bilden^ 
dessen Seiten sein werden m7i = n{ß), km = 12 (c) , k7i = n{a). 
Der sphärische Winkel kmn ist gleich 11 [b) und der Winkel 
kmn wird ein rechter sein. Da die drei Geraden unter ein- 
ander parallel sind, so ist die Summe der drei Kantenwinkel, 
welche die von den Geraden \^ ^4', BB'j CG' begrenzten 
Ebenentheile ^^'55', AA'GG'j jBjB' CC mit einander bilden, 
zwei rechten gleich. Es folgt daraus, dass der dritte sphä-^ 
rische Winkel mkn gleich JT(a') ist. Man sieht also, dass jedem 
[624] geradlinigen rechtwinkligen Dreieck, dessen Seiten a^b, c 
und dessen gegenüberliegende Winkel il(a), n[ß)j ^7t sind, 
ein sphärisches rechtwinkliges Dreieck entspricht, dessen Seiten 
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n{ß)j n{c)^ n(a) sind, und mit den gegenüberliegenden Winkeln 
IT(a'), iT(^), \^' []^ einander xiigeJiörigen geradlinigen recht' 
ivinkligen Dreiecke.] Zeichnen wir [Fig. 4] ein anderes gerad- 
liniges rechtwinkliges Dreieck, dessen 
zu einander rechtwinklige Seiten o', 
a, dessen Hypotenuse g sei, während 
iT(A) der der Seite a, n{f.i) der der 
Seite a' gegenüberliegende Winkel 
Fig. 4. ist. Gehen wir von diesem Dreieck 

zum sphärischen Dreieck über, wel- 
ches ihm auf dieselbe Weise entspricht, wie das sphärische 
Dreieck kmn dem Dreieck ABC entspricht. Die Seiten dieses 
sphärischen Dreiecks sind folglich 

J7(H, n{g], n{a) 

und die gegenüberliegenden Winkel 

JT(A'). J7(«'), y 

und seine Stücke werden den entsprechenden Stücken des 
sphärischen Dreiecks km7i gleich sein, denn die Seiten des 
letzteren waren 

n{e), n(ß), n{a] 

und die gegenüberliegenden Winkel 

n{h), n{a'), J, 

was zeigt, dass die sphärischen Dreiecke dieselbe Hypotenuse 
haben und einen anliegenden Winkel gleich. 

Daraus folgt, dass 

^t==c, g = ß j b = ^' 

und es setzt also das Vorhandensein eines geradlinigen recht- 
winkligen Dreiecks mit den Seiten 

a j b j c 

und den gegenüberliegenden Winkeln 

n{a), n{ß), ~ 
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das Vorhandensein eines anderen geradlinigen rechtwinkligen 
Dreiecks voraus mit den Seiten 



nnd den gegenüberliegenden Winkeln 



n{b'), n{c), 



71 



Man di-ückt dieselbe Sache aus, indem man sagt, dass, wenn 

a, 5, c, «, ß 
[625] die Stücke eines geradlinigen rechtwinkligen Dreiecks sind, 

a, a', /i, h\ G 

die entsprechenden Stücke eines andern geradlinigen recht- 
winkligen Dreiecks sein werden. [Das zugehörige rechtwinklige 
Dreieck auf der Grenxkugel] Wenn wir eine Grenzkugel con- 
struiren, [Fig, 5] von der das auf der Ebene des rechtwinkligen 
Dreiecks errichtete Lot ÄÄ' eine 
Axe ist und der Punkt A der 
Scheitel, dann werden wir ein Drei- 
eck haben, das auf der Grenzkugel 
gelegen ist und erzeugt ist durch 
ihren Schnitt mit den drei Ebenen, 
welche durch die di-ei Seiten des 
gegebenen Dreiecks gelegt sind. Be- 
zeichnen wir die drei Seiten des 
Grenzkugeldreiecks mit p^ q^ r, so 
dass p der Schnitt der Grenzkugel 
mit der durch a, q der Schnitt der 
Grenzkugel mit der durch ft, end- 
lich r der Schnitt der Grenzkugel 

mit der durch c gelegten Ebene ist; dann werden die diesen 
Seiten gegenüberliegenden Winkel sein: JI(a) gegenüber p^ 
n(a') gegenüber^ und ein rechter Winkel gegenüber r. Nach 
den oben [Seite 12, Fig. 2] getroffenen Verabredungen ist 
q = L{b), r = L{c), Die Grenzkugel wird die Gerade CC 
in einem Punkte schneiden, dessen Abstand von G nach den- 
selben Verabredungen f{b) sein wird, auf dieselbe Weise werden 
wir f{c) als Abstand des Schnittpunktes der Grenzkugel mit 
der Geraden BB' vom Punkte B haben. 
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Es ist leicht zu sehen, i^) dass man haben wird: 

m + f[a) = f{o). 

In dem Dreieck, dessen Seiten die Grenzkreisbogen 7;, g, r 
sind, werden wir haben 



2? = r sin n[ci) ; q ^= r cos il(a) 
die erste dieser Gleichung( 



Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit ^A^), so 
wird kommen 



Aber 

pEf^^) = L{a) 
und folglich 

L[a] = rsinJT(a)^^W. 

Auf dieselbe Weise hat man 

L(6) = r sin ZI (/5)J5;^(«). 

Zu gleicher Zeit ist ^ = rcosJI(a) oder, was dasselbe ist, 
L(ft) = r cosiT(a). Der Vergleich der beiden Werthe von 
L{h] giebt die Gleichung 

(1) cos 77 (a) = sin IT (/^) jE'««^ 

[626] Setzen wir ft' für a und c für ß^ ohne a zu ändern, was 
nach dem oben [Seite 14] Bewiesenen erlaubt ist, so werden 
wir erhalten 

cosJT(&') = amn(c)EM 
oder, da 

nib) + n{b') = ^ 

sinJI(^) = sinJI(c)^/"(«). 
Auf dieselbe Weise muss man haben 

sinJT(a) = sinJI(c)£'A^). 

Multipliciren wir die letzte Gleichung mit ^A^) und setzen 
wir f(e) an Stelle von f{b) + f{a)\ das wird geben 

sin n[a) EfW = sin JI [c] Ef^''^ . 
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Aber da in einem geradlinigen rechtwinkligen Dreieck sich die 
aufeinander senkrecht stehenden Seiten in der Weise ver- 
ändern können, dass die Hypotenuse fest bleibt, so können 
wir in dieser Gleichung a =? setzen, ohne e zu ändern, und 
das giebt, indem wir bemerken, dass/(o) = und JT(0) = \Tr^ 

1 = sinJI(c)^AW 

oder 

£'/(0 = 



sinJT{c) 
für jede Linie c. 

Nehmeif wir jetzt die Gleichung (IJ 

cosJT(a) = sinJI(/?)E'/"W 

und setzen wir darin 1 : sini7(a) an Stelle von JB//^"), so wird 
sie die folgende Form annehmen 

(2) cos JT(a) sinn(a) = sin JT(/i?) . 

Indem wir hier «, ß in h\ c umändern, ohne a zu ändern, 
finden wir 

sin JI(6) 8in7T(a) = sinJT(c) . 

Die Gleichung (2) giebt, indem man die Buchstaben darin 
vertauscht, 

cos JI(/!?) sin JI(öJ = sin JT(a) . 

Verändern wir in dieser Gleichung /:?, 6, a in c, «', 6', dann 
wird kommen 

(3) cosiT(c) cosi7(«) = cosiT(^?) . 
[627] Auf dieselbe Weise werden wir erhalten 

(4) cos IT (c) cos/I(^) = cos JI(a) . 

' Anwendv/ng auf das rechtvAnklige sphärische Lh'eieek,] Die 
Gleichungen (2), (3), (4) beziehen sich auf ein sphärisches 
rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten wir in der Folge mit 
a, bj c bezeichnen werden, und die den Seiten a, h gegen- 
überliegenden Winkel mit ^4, B, ^tt sei c gegenüber. In den 
angeführten Gleichungen können wir a an Stelle von 11 (ß), 
b an Stelle von iT(c), c an Stelle von Jl(a), ^^r — Ä an Stelle 

Ostwald's Klassiker. 130. 2 
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von /I(a), B an Stelle von n[h) setzen; auf diese Weise wird 
aus den angefühi-ten Gleichungen: 

sin^ sine =«= sina 
(5) cosi sin .4 = cos 7? 

cosacosÄ = cosc . 

Die Gleichungen (5) beziehen sich auf ein sphärisches recht- 
winkliges Dreieck, wie es aus einem geradlinigen rechtwink- 
ligen Dreiecke abgeleitet werden kann, und dessen Seiten in 
Folge dessen nicht ^rt überschreiten können. Fügen wir 
hinzu, dass, wenn wir dui'ch den Scheitel des Winkels Ä einen 
grössten Kreisbogen senkrecht zur Seite h ziehen, dieser Bogen 
den Bogen a oder seine Verlängerung so schneiden wird, dass 
jeder der Bogen vom Schnittpunkte bis zu b = ^jc sein wird, 
und der Winkel dieser Bogen b sein wird. Danach ist es 
nicht schwer zu schliessen, dass in einem sphärischen recht- 
winkligen Dreieck, wenn 

(' <C -^j ^^^ haben muss « <C o" i ^ <C ? 

1t TT . 7t 

wenn r = — , >^ » > a = - ; ^ = -- ^ 

endlich wenn e]>-^, » » » ^^o' ^^IT' 

Es folgt daraus, dass, wenn wir annehmen a^^Tt, man zu 
gleicher Zeit annehmen muss c^^/r; A'^^jt, Verlängern 
wir in diesem Falle die Seiten a, c über die Seite b hinaus 
bis zu ihrem Schnittpunkte, so werden wir ein anderes sphä- 
risches rechtwinkliges Dreieck erhalten, dessen Seiten 7t — «, 
ft, 7t — c sein werden mit den gegenüberliegenden Winkein 
7t — Ä^ Bj ^7t^ d. h. ein Dreieck, auf welches die Gleichungen 
(5) sich anwenden lassen. Aber die [628] Gleichungen (5) 
ändern ihre Form nicht, wenn man darin (tt — a) für a, 
{7t — c) für c und 7t. — Ä im: A einsetzt, was beweist, dass 
die Gleichungen (5) sich auf jedes rechtwinklige sphärische 
Dreieck anwenden lassen. 

[Das schiefwinklige sphärische Dreieck.'] Gehen wir zu einem 
beliebigen sphärischen Dreieck über, dessen Seiten a, b, c mit 
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den gegenüberliegenden Winkeln A^ B^ C sind, ohne anzu- 
nehmen, dass einer der Winkel ein rechter ist, weil die Glei- 
chungen (5) gerade für diesen Fall bewiesen sind. 

Fällen wu- vom Scheitel des Winkels C einen grössten 
Kreisbogen ^9 senkrecht auf die Seite c. Dabei können die 
folgenden Fälle eintreten: entweder fällt das Lot p in das 
Innere des Dreiecks, theilt den Winkel C in zwei Theile D 
und G — D, und die Seite c in zwei Theile, x gegenüber Z>, 
und c — X gegenüber G — D , oder das Loth fällt ausserhalb 
des Dreiecks und fügt zum Winkel G einen Winkel D und 
einen Bogen x zur Seite c. 

Im ersten Falle wird das gegebene sphärische Dreieck die 
Summe von zwei rechtwinkligen sphärischen Dreiecken sein. 
\Fig. 6.] Die Seiten des einen dieser 
Dreiecke werden jt?, x^ a, die gegen- 
überliegenden Winkel B^D^^it sein; 
in dem andern werden die Seiten jj, 
e — x^ h^ die gegenüberliegenden 
Winkel A^ G — D, \7t sein. Die 
Anwendung der Gleichungen (5) auf 
das erste Dreieck giebt 




CJC 



sin 7) = sina sin/i 
sina; = sina sinZ) 



Fig. 6. 



(A) 



cos j? sin D = co^B 
cos» sin j5 = cos7>^ 

cos a = cos j; cos x . 
Das zweite Dreieck liefert in derselben Weise 
sin^? = sin 5 sin^ 



(«) 



sin(c — x) = sin/> sin(C — D] 
cosj? sin((7 — D) = cos^ 
cos^ cos {c — x) = cos b . 



Die Vergleichung der beiden Werthe von sinj? in (A), (B) 
giebt sodann 

(6) sinasinJ5 = sint sin^. 

Die letzte Gleichung (B) dividirt durch die letzte der Glei- 
chungen [A) giebt 

2* 
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COS& 

tanga; = , cotgc , 

cosasmc ' 

[629] aber die Zusammensetzung der zweiten, der dritten und 
der letzten der Gleichungen (A) giebt 

tanga; = tangacos5. 

Die Vergleichung dieser beiden Werthe von tangaj führt uns 
auf die folgende Gleichung 

(7) cos6 — cosa cosc = sina sine cos5 . 

Wenn das Lot p ausserhalb des Dreiecks fällt und den 
Bogen X zum Bogen c hinzufügt und den Winkel D zum 
Winkel C, werden sich wieder zwei 
rechtwinklige sphärische Dreiecke bilden 
[Fig, 7]. Die Seiten des einen dieser 
beiden Dreiecke werden p, Xy a sein und 
die gegenttberliegenden Winkel 7c — B, 
D, ^jt^ die Winkel des andern werden 
sein Pj c + a;, b die gegenüberliegenden 
Winkel Ä, C+D, ^7t, 

Die Anwendung der Gleichungen (5) 
auf das erste Dreieck giebt 

Biup = sina sin J9 
siniT = sina sinD 

(C) — cos^ = GO^p sinD 

cosD = cosa? sin 5 
cos a = cos j; cos x . 

Das zweite Dreieck, dessen Seiten p^ c + aj, b sind mit den 
gegenüberliegenden Winkeln A, (7+Z>, ^tt, liefert auf die- 
selbe Art 

sin^ = sin 6 sin ^4 

sin (c + a;) = sin b sin(C + D) 

(D) cos j4 = coBp sin(C + D) 
cos(C' + D) = cos(c + x) sin^ 

cos b = cos^ cos (c 4" ^) • 
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Die Vergleichung der beiden Werthe von sin^ in (C), (D) 
giebt von neuem die Gleichung (6); wir folgern aus den Glei- 
chungen (C), {D) 

cos b 

tang» = cotgc ; — 

cos a sm e 

und aus den Gleichungen (C) 

tango; = — tang a cos 5 . 

[630] Die Vergleichung dieser beiden Werthe von tang« ftihi*t 
uns von neuem auf die Gleichung (7), welche so bewiesen ist 
(ebenso wie dies oben für die Gleichung (6), geschehen ist) 
für alle sphärischen Dreiecke im allgemeinen. Die Gleichung (7) 
giebt durch Vertauschungen der Buchstaben die beiden fol- 
genden 

cosa — cosfe cosc = sin& sine cos-i 
cosc — cosacosZ) = sinasinfecosC. 

Multiplicirt man die letzte mit cos 6, fügt das Product zur 
ersten und dividirt die Summe durch sin 6, so kommt 

cos a sin ö = sin c cos J^ + sina cos b cos C ; 

indem man darin an Stelle von sine seinen Weii;h 

sinC . 
sin G = - — - sin a 
sin J. 

entsprechend der Gleichung (6) einsetzt, und sodann durch 
sin a dividirt, so kommt 

(8) cotanga sinö = cotang^ sin (7 + cosZ) cos C . 

Ersetzt man hierin sinfe durch seinen Werth 

sin 5 

sm a • -; — - 

sin J. 

und multiplicirt man die Gleichung sodann mit sin^, so kommt: 
cosa siujB = cos6cosCsinJl + sin(7cos^ , 

woraus wir durch eine Vertauschung der Buchstaben folgern 

GO^b sin^ = cosa cos C sin 5+ sinCcoSjB. 

Die Entfernung von cos b aus den letzten beiden Gleichungen 
führt uns auf die folgende Gleichung: 

(9) cos a sin B sin ^' = cos -ß cos (7 + cos .1 . 
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Die Gleichungen (6), (7), (8), (9) sind dieselben, welche man 
gewöhnlich in der sphärischen Trigonometrie giebt, und die 
man mit Hülfe der gewöhnlichen Geometrie beweist. 

[Qnltigkeit der ^hä tischen Trigonometrie,] Es folgt aus dem 
was vorausgeht, dass die sphärische Trigonometrie dieselbe 
bleibt, ob man nun die Voraussetzung annimmt, dass die Summe 
der Winkel in jedem geradlinigen Dreiecke [631] zwei rechten 
gleich ist, oder ob man die entgegengesetzte Annahme macht, 
dass die Summe immer kleiner ist als zwei Rechte; das ist 
s sehr bemerkenswerth und gilt nicht für die ebene Trigono- 
/\ metrie. 

^ , [BereGhnwig der Function II {x).] Bevor wir die Gleichungen 
^ beweisen, die in der Pangeometrie die Beziehungen zwischen 
den Seiten und den Winkeln jedes geradlinigen Dreiecks aus- 
di'ücken, wollen wir für jede Strecke x die Form der Function 
suchen, die wir bis jetzt mit II {x) ausgedrückt haben. Be- 
trachten wir deshalb [Fig. 8] ein gerad- 
liniges rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Seiten a^ b, c sind mit den gegenüber- 
liegenden Winkeln iT(«), II{ß)^ ^^c, 
verlängern wir c über den Scheitel des 
Winkels II{ß) hinaus, und machen wir 
die Verlängerung gleich ß. Das Lot, 
welches auf ß am Ende dieser Linie 
errichtet ist nach der Seite des Scheitel- 
winkels von II[ß) hin, wird a und seiner Verlängerung über 
den Scheitel von II(ß) hinaus parallel sein. Legen wir noch 
durch den Scheitel von JT(a) eine Gerade, die eben dieser 
Verlängerung von a parallel ist. 

Der Winkel, den diese Gerade mit c bilden wird, wird 
n{c + ß) sein, und der Winkel, den sie mit b bilden wird, 
wird II{b) sein, und man wird die Gleichung haben 





n{b]==nic + ß) + n{a). 



Fig. 9. 



Nehmen wir [Fig. ü] die Länge ß 
vom Scheitel des Winkels II{ß) aus, auf 
der Seite c selbst und errichten auf dem 
Ende von ß ein Lot zu ß nach der Seite 
des Winkels II (ß) hin, so wird diese 
Linie parallel sein zur Verlängerung von 
a über den Scheitel des rechten Winkels 
hinaus. Ziehen wir durch den Scheitel 



Digitized by 



Google 



Pangeometrie. 23 

des Winkels iT(a) eine Gerade, die parallel ist zu der letzten 
Senkrechten, die folglich auch parallel sein wird zu der zweiten 
Verlängerung von a. Der Winkel dieser Parallelen mit c wird 
in allen Fällen II [c — ß) sein und der Winkel, den sie mit 
h bildet, wird n.[h) sein, folglich 

(TT') n[h) = n{c — /^) — TT(a) . 

Es ist leicht, sich zu tiberzeugen, dass diese Gleichung 
wahr ist, nicht nur für c }> /!/, sondern auch wenn c = ß 
und wenn g <^ ß. In der That, wenn c = ß^ so hat man 
einerseits 11 {c — ß) = TT(0) = ^7t, auf der andern Seite 
wird das auf c im Scheitel von TT(a) errichtete Lot parallel 
zu a, woraus folgt, dass TT(^) = ^ir — TT(a) ist, was tiber- 
einstimmt mit unserer Gleichung. 

Wenn c <^ ß, so wird das Ende der Linie ß über den 
Scheitel des Winkels II [a] hinausfallen, in eine Entfernung, 
welche gleich ist // — c. Das Lot zu ß in diesem Ende von ß 
wird parallel zu a und zu der Geraden, die durch den Scheitel 
des Winkels TT(a) parallel [632] zu a gezogen ist, woraus 
folgt, dass die beiden Nebenwinkel, welche diese Parallele 
mit ß bildet, der spitze gleich 11 {ß — c), der stumpfe gleich 
.11 {a} + n{b) sein werden. Aber die Summe der beiden 
Nßbenwinkel ist immer zwei Rechten gleich; also 

n{ß — c) + TT(a) + n{b) = TT 
oder 

n{b) = 7r — n{ß — c) — TT(a) . 

Aber nach der Definition der Function 11 [x] ist 

7t — n{ß — c) = n{G — ß), 
was giebt 

ii(b) = n{c -ß)- n(a} , 

d. h. die oben gefundene Gleichung, welche so für alle Fälle 
bewiesen ist. 

Die Gleichungen (TT), (TT') können durch die beiden fol- 
genden ersetzt werden: 

n[b)==^n{o + ß) + 4,n{c-~ß) 
n{a) = ^n{c-ß)-in{c + ß]. 

Aber die Gleichung (3) giebt uns 

cosTTf/;) 



cosTT(r?) = 



cos TT (c?) 
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Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von 11 {b), iT(a) ihre 
Werthe, so kommt 

"^ ^ - eo8{iJT(c-/^)-iJT(c + /*)} 

Aus dieser Gleichung leiten wir die folgende ab 

tang« ^n{c) = tang ^7T(c - ß) t&ng^n(o + ß) . 

Da die Linien c und ß sich unabhängig von einander in jedem 
geradlinigen rechtwinkligen Dreieck ändern können, so können 
wir nacheinander in der letzten Gleichung c = ßy c = 2ß . , . 
c =z nß setzen, und wir folgern aus den so abgeleiteten Glei- 
chungen, dass im allgemeinen für jede Linie c und für jede 
positive ganze Zahl n 

tang'»^il(c) = tang^J/(Mf^) . 

Es ist leicht, die Richtigkeit dieser Gleichung für negatives 
oder gebrochenes n zu beweisen, woraus folgt, dass, wenn man 
die Längeneinheit so wählt, dass 

tang^JT(x) = r"* 

ist, [633] wo e die Basis der Neper^ »ahen Logarithmen ist, 
man für jede Linie x hat: 

tang^J7(a;) = e~^ , 

Dieser Ausdruck giebt n{x) = ^ tt für x = und n{x) = 
für :r = oo, 7/(.r) = 7t für ic = — oo übereinstimmend mit 
dem, was wir oben [Seite 8] angenommen und bewiesen haben. 

[ÄdditUmstheareme der trigonometrischen Functionen von JT(a:).] 
Der für tang \JI[x] gefundene Werth giebt für jede Linie x 

\ sini/'(j-) = -^~ — ~~ 

e^ — e"^' 
e^ + c~ 

und für zwei willkürliche Strecken (a;, y): 



cos iT(.T,_ 



sin U[x + y) = -— ^-fr^-^ ^ttt"^ 

^ ' ^' 1 + cosi/x cosii 2/ 



in 7/ (^ — 7/) = ^^— - 



sm 



sin/I(a;) %mll[y) 



cosi7(a;) cosi/^?/; 
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,r/ . X • cosiZfir) + cosiT(v) 
""^^^<^ + ^) = l + cosW)cosiT(,) 

cos Jlfe - «1 - coa^W-<'08JJ(y) 
tangJT(x + t,)= 8inJT(x)sinn(j/) 



COS JT {x) + cos 77 [y) 



A [Das geradlinige reehtwinklige Dreieck,] Die Gleichungen 
. * (2), (3), (4), die wir für ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck 
gefunden haben, beziehen sich auch auf ein geradliniges recht- 
winkliges Dreieck, dessen Seiten a, &, c sind mit den gegen- 
überliegenden Winkeln !!(«), H{ß) und ^tt. Ersetzen wir 
also TI[(x) durch Ä^ I^[ß) durch B^ so werden wir für jedes 
rechtwinklige Dreieck, wo A der a gegenüberliegende, B der 
h gegenüberliegende und ^rr der c gegenüberliegende Winkel 
ist, die folgenden Gleichungen erhalten: 

Isin JT(a) cos^ = siujB ^ . ^ 

cos n {c) cos J. = cos JT {b) y l. '^ 
cos JT(c) cos 5 = cosiT(a) . 

Zu diesen Gleichungen fügen wir noch folgende Gleichung, die 
auch oben [ßeite iZ] bewiesen worden ist, 

(11) siniT(a) siniT(^>) == sinJT(c) . 

[634] Die erste der Gleichungen (10) kann, indem man darin 
die Buchstaben unter einander vertauscht, so geschrieben 
werden 

sin JT(6) cosjB = sin^ . 

Setzt man darin den Werth von cos 5 ein, der aus der dritten 
Gleichung (10) entnommen ist, so kommt 

sini/(^) cos JT(a) = sin Jl cosi7(c) ; 

und indem wir aus dieser Gleichung mit Hülfe der Gleichung (11) 
siniT(ft) entfernen, werden wir erhalten 

(12) tang JT(c) = sin J. tangiT(a) . 

[Das geradlinige sehiefwinldige Dreieck.] Seien jetzt a, i, a 
die Seiten eines beliebigen geradlinigen Dreiecks und Ä , B^ C 
die diesen Seiten gegenüberliegenden Winkel. Fällen wir vom 
Scheitel des Winkels C ein Lot p auf die Seite c. Wenn }> 
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in das Innere des Dreiecks fällt, so dass es den Winkel C in 
zwei Winkel D und C — D zertheilt, und die Seite e in zwei 
Theile, x gegenüber D und e — x gegenüber G — D, so 
werden zwei rechtwinklige Dreiecke entstehen. Die Seiten 
des einen dieser Dreiecke werden p, x, b, die gegenüber- 
liegenden Winkel Ay I>, ^jt sein, die Seiten des andern 
werden sein: py c — x, a, die gegenüberliegenden Winkel By 

Die Anwendung der Gleichung (12) auf das erste dieser 
Dreiecke giebt 

tang/T(/>) = sin^4 tang/7(j;) ; 

aus dem zweiten dieser Dreiecke entnehmen wir auf dieselbe Art 

tang i/(a) = sin 5 tang 7/ ( j;) , 

woraus wir schliessen 

(13) sin^ tang/T(a) = sin i^ tang /r(Ä) . 

Die Anwendung der Gleichungen (10) und (11) auf dasr 
erste Dreieck liefert 

cos/J(&) cos ^4 = cos/7(a:) 

^mJI[x) sin 77 (^) = sin 11 [b) , 

das zweite Dreieck giebt 

sini/(j;) sini/(c — x) = sinJ/(a) . 

Setzt man in dieser letzten Gleichung an Stelle von sinJT(^ —x) 
seinen Werth, der aus der oben [Seite 24] gefundenen allge- 
meinen Formel für sin JZ(a; — y) entnommen ist, so kommt 

sinJT(a) sinJT(c) 8in/7(ir) 

sini/'(p) 1 — cosi7(r?) cosi/fx) ' 

[635] woraus wir, indem wir einsetzen 

._._,. sin/7(6) 
^^' sini7(x) 
cosi/(ic) = cosHib) cos .4 , 

die folgende Gleichung ableiten 

sin//(6)sinJT(c) 



(14) 1 — cos //(/>] cosJT(c) cos^ 



sin JI(a) 
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Die Gleichungen (13) und (14) bestätigen sich von selbst, 
wenn Ä = ^rt oder das Lot^j zusammenfällt mit der Seite b, 
denn in diesem Falle wird die Gleichung (13) auf die Glei- 
chung (12) zurückgeführt und die Gleichung (14) auf die 
Gleichung (11), Gleichungen, die für alle geradlinigen recht- 
winkligen Dreiecke bewiesen worden sind. Wenn das Lot p 
ausserhalb des Dreiecks auf die Verlängerung von c fällt, und 
zur Strecke e eine Strecke x hinzugefügt und ein Winkel D 
zum Winkel C, so bilden sich zwei rechtwinklige Dreiecke, von 
denen das eine die Seiten^, x^ b und die gegenüberliegenden 
Winkel {tc — Ä), D, -J^/r, das andere die Seiten^, c-\-Xj a 
und die gegenüberliegenden Winkel B^ C-\-D^\7C hat. 

Die Anwendung der Gleichung (12) auf das erste dieser 
Dreiecke giebt 

taug il (6) = sin ^4 tang il(_p) . 

Aus dem zweiten Dreieck entnehmen wir auf dieselbe 
Weise 

tangJT(a) = sin5tangiT(jp) . 

Eliminirt man tang n(p) aus den letzten beiden Gleichungen, 
so findet man von neuem die Gleichung (13). Die Anwendung 
der Gleichungen (10), (11) auf das erste Dreieck liefert 

'- — cos il(6) cos^ =: cosiT(a3) 

sin il(&) = sinil(a;j sin il (2?) ; 
aus dem zweiten Dreieck entnehmen wir auf dieselbe Weise 

sinJT(a) = siniT(^) sin JT(c + x) . 

Ersetzt man in dieser Gleichung slnJT(c + ic) durch seinen 
Werth, der aus der allgemeinen oben [Seite 24] für sin il(ic + 2/) 
gefundenen Formel entnommen ist, so hat man 

sin il(a) sinJT(c) sinJT(a;) 

siniT(^) 1 + cosiT(c) cos IT (a;) 
[636] Setzt man in diese Gleichung ein 

siniT(ü) = .— -) : ; cos JT(x) = — cos il(6) cos^ , 
^^ siniT(a3J 

so kommt 

sin TT (a) sin il(c) 



sin II[b) 1 — cos n[b) cos IHc] cos ^1 ' 
eine Gleichung die identisch ist mit Gleichung (14). 
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Die Gleichungen (13), (14) sind so bewiesen für jedes 
geradlinige Dreieck. 

Die Gleichung (14) giebt durch eine Vertauschung der 

Buchstaben 

„, , „, X -^ sin /IM sin/Z'(a) 

1 — cos ilc cos JT a cos 5 = . '„, ^ ^ • 

^ ^ ^ ' siniT(ö) 

Multipliciren wir diese Gleichung gliedweise mit Gleichung (14), 
so finden wir 

1 — cos IT (f') cos/I(a) coSjB — cos il(&) cos/7(c) cos^ 

+ cos il(öt) cosi7(&) cos* il(c) coSu4 cosJ9 == sin*iT(c) 

oder 

cos-i7(c) — cosiT(c) cosi7(a) cosB — cos/J(ft) cosi/(c) cos^ 

+ cosiJ(a) cosiT(&) cos*iT(6i) cos^ cosJ9 = . 

Unterdrücken wir in dieser Gleichung den gemeinsamen Factor 

cos il(c), so haben wir 

— cos il(a) cosjB — cos/T(/>) cos^ = , 



cos il (c) + cos TT (a) cos 71 (Z>) cos TT (c) cos ^ cos ^ 1 ^ 
— cos ilfö) cosjB — cos/T(/>) cos^ = . • 

aden wir 

il(a) cos TT (6) cos /T(c) cos J9 cos 6* 1 , , ''^ 
cosC — cos/T(c) cosJ9 = 0. » 



-< Auf dieselbe Weise finden wir 



cos JT(a) + cos 

— cos/7(fe) 

Multipliciren wir diese Gleichung mit cos A und ziehen wir 
das Product ab vom Product der vorigen Gleichung mit cos (7, 
so werden wir haben: 

cosiT(a) [cosJ. + cosJ9cosC] = cos iT(c) [cos C + cosJLcos-B] . 

Erheben wir die beiden Glieder dieser Gleichung ins Quadrat 
und dividiren wir danach mit cos*iT(c), so nimmt sie die 
folgende Form an 

^ „\ l IcosÄ + cosJ9cosC|* = rcosC-f cos^cosJ51* . 

cos* TT (c) ^ ^ 

[637J Aber die Gleichung (13) giebt 



cos-iT(f^) ' sin^('' 
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1 



Setzen wir in der vorletzten Gleichung an Stelle von 



cos*iT(c) 
seinen durch die letzte gegebenen Werth ein, so kommt 

2^, , , sin*^ . 2rr/ ^ (cosC+cosjBcos^I* 

cos* ila) + -r-57,sin^ JT(a = — -\ 

^ ' sm*(7 ^ ' (C0S.4 + cos^cosCI 

und folglich 

. » ^/ A. sin*J) sin* j5(sin'C — sinM) 

^ ( sm^C/) (cos^ + cos5cosCf 

Dividiren wir die beiSen Glieder dieser Gleichung mit 
sin*(7 — sin®^ und ziehen wir die Quadi-atwurzel, so wird kommen 

. „, , sin 5 sin C 

sinJT{a) = 



cos^l + cos 5 cos C 



ohne Zweideutigkeit des Zeichens, weil die beiden Glieder der 
letzten Gleichung alle beide positiv sind. In der That ist 
ilfaX^jT, B<^7X^ G<!^7t^ woraus folgt, dass die Sinus 
dieser Winkel positiv sind; folglich 

cos^ + cos(j5 + C) = 2cos^{^ + 5 + C') cos|(j5+C — ^). 
Aber Ä-^- B+ C<^7t\ folglich wird 

cos-|M + 5+(7) 
positiv sein ebenso wie 

cosi(5+C-.4), 

indem wir jedem der Glieder der letzten Gleichung die posi- 
tive Zahl sin B sin G hinzufügen, finden wir 

cos-i + cos jB cos C > . 

So ist in jedem geradlinigen Dreieck 

/-.£> I I D rt sinjSsiaC 

(15) cos^ + cosjBcosC = . ^, , • 

Indem man die Gleichung (14) gliedweise mit der folgenden 
Gleichung multiplicirt, die daraus durch eine Vertauschung der 
Buchstaben hervorgeht 

(16) 1 - C03 JT(a) co3JT(&) cosC = ^^^^^^^m 

^ ^ ^ . ' ' sini/(cj 
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[638] kommt 

[1 — cos/7 (a) cosi/'(6) cos6'j[l — cos 71(6) cos 77 (c) cos^] 

= sm°-77(ö), 

der man nach Ausführung der im ersten Glied angegebenen 
Multiplication die folgende Form geben kann: 

cos*77(ft) — cos77(a) cos77(6) cosC — cos77(/;) cos77{c) cos^ 
+ cos'77(6) cos 77 (a) cos77(c) cos^ cosC = , 

oder indem man mit cos77(Z>) dividirt 

(17) cos 77(6) + cos 77 (a) cos 77(6) cos 77 (^' cos^ cosC 
— cos77(a) cosC — cos77(c) cos^ = . 

Aber wir. finden nach der Gleichung (13/' J[^r 

^^. sin77(^)sina ^ ^^. , ^Lj^^^^ ' 

cos77(c == r^ cotang77(a, . V^ 

^ sm^ ' 

In diese Gleichung können wir für ein 77 (c) seinen aus Glei- 
chung (16) entnommenen Werth einsetzen; danach 

sin 77(6) cos 77 (a) sinC 

cos 77(6') = V y V / 



[1 — cos77(aj cos 77 (6) cosC] sin^ 

Die Einsetzung dieses Werthes von cos 77 (c) in die Gleichung (17J 
giebt uns ^^^^ 

(18) cotang^ sin C sin77(6) + cos C = ^^^^t\ ' S^ 

^ cos77(a) "^ 

Vereinigen wir die Gleichungen (13), (14), (15), (18;, welche 
die Abhängigkeit zwischen den Seiten und den Winkeln jedes 
geradlinigen Dreiecks ausdrücken, um ihre Anwendung zu er- 
leichtern 

sin^tang77(a) = sin ^ tang 77(6) 



(19) 



1 - cos JT(ft) cos JIM cos^ = Bmim^nnic) 
^ ^ ^ ^^ sin77(rt) 

. , 7, ^ sin^sinC 
cos ^4 + cos-Bcosc; = 



cotang^ sin C sin 77(6) + cosC = 



sinTTiai 

cos 77(6) 
cos 77 («j 
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Von diesen Gleichungen an wird die Pangeometrie eine ana- 
lytische Geometrie und bildet auf diese Art eine vollständige 
und deutliche geometrische Theorie. [639] Die Gleichungen (19) 
dienen dazu, die krummen Linien durch Gleichungen zwischen 
den Coordinaten ihrer Punkte darzustellen, die Länge und den 
Flächeninhalt von Cui'ven, die Oberfläche und den Rauminhalt 
von Körpern zu berechnen, wie ich es gezeigt habe in den 
wissenschaftlichen Abhandlungen der Universität Kasan für das 
Jahr 1829. 12) , 

[Das unendlich kleine Dreieck,] Es ist oben bemerkt worden, 
dass die Pangeometrie die gewöhnliche Geometrie giebt, wenn 
wir die Linien unendlich klein voraussetzen. Wir können jetzt 
diese Behauptung bestätigen. 

Für jede unendlich kleine Strecke x können wir die fol- 
genden Näherungswerthe annehmen : ^ --^5Lv\ V ^ 
cotang n[x) = X J^-^^ 

sin/jffx) = 1 — -|ic' 

0,0% n[x] = X . 

Betrachten wir die Seiten des Dreiecks als unendlich kleine 
Grössen erster Ordnung und vernachlässigen wir unendlich kleine 
Grössen von höherer Ordnung als der zweiten, dann werden 
die Gleichungen (19) nach Einsetzung der angenäherten Werthe 
von sin TT (a), sin il(&) u. s. w. folgende Form annehmen: 

h sin J. = a sin^ 

a* = i* -f- 6'* — 2hc cos J. 

cosJ. + cos(j5-t-C) = 

a mi{A + (7) = 6 sin^ . 

Die beiden ersten Gleichungen sind die bekannten Gleichungen 
der gewöhnlichen Trigonometrie. Die beiden letzten geben 

A + B+ C=7t , 



§ 4. Analytische Geometrie der Ebene. 

[Gleichioig des Kreisens.] Nennen wir, um ein Beispiel der 
Darstellung der krummen Linien durch Gleichungen zwischen 
den Coordinaten ihrer Punkte zu geben, y die Länge des 
Lotes, das von einem Punkte des Umfanges des Kreises vom 
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Radius r auf einen festen Durchmesser dieses Kreises gefällt 
ist, und X den Theil dieses Durchmessers zwischen dem Mittel- 
punkte und dem Fusspunkte des Lotes y. Die Anwendung 
der Gleichung (11) auf das rechtwinklige Dreieck, dessen Seiten 
X, y^ r sind, giebt 

(20) sin II [x) sin II [y) = sin 71 (r) , 

{640] was die Gleichung des Kreises in den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y ist. Wenn wir übereinkommen, x von dem 
einen Ende des Durchmessers aus zu zählen, so wird die 
Gleichung (20) 

sin if(r — x) sin //"(?/) = sin 71 (r) / ^^^ ■ 
oder i>-^ c.^/5 *-'*■. ^ . $w r* . ^cA " I • 
2 (e'' + e-'') = (e^-^ + e"'"^^) (e^/ + e'y) . 

[Gleichung des Grenzkreises.] Dividiren wir diese Gleichung 
mit e'' und setzen wir danach r = oo, so erhalten wir die 
folgende Gleichung, welche die Gleichung des Grenzkreises ist : 

2 = [ey + e-y) c-^ 
oder 

sin7T(//) = tang^7T(a;) . 

Es folgt aus der Erkläning des Grenzkreises, dass zwei 
Axen des Kreises, die durch die beiden Enden einer Sehne 
gezogen sind, gleich geneigt sind gegen 
diese Sehne, eine Eigenschaft, die auch als 
Erklärung des Grenzkreisßs dienen könnte, ^^) 
und woraus man auch die Gleichung dieser 

Curve ableiten kann, indem [Fig. 10] man 

das Dreieck betrachtet, dessen Seiten x, y 
Fig. 10. und die Sehne 2 a des Grenzkreises sind ; 

die Winkel dieses Dreiecks werden sein 
II{a]—n[y) gegenüber 35, 7T(a) gegenüber?/, und ^/r gegen- 
über 2 a. LFebereinstimmend mit den Gleichungen (10) und (11) 
hat man in diesem Dreieck 

sin 77(0:;) sin7T(?/) = sin 77(2 a) 
sin77(;^) co8[7T(ff) — n[y)] = sin/7(a) 

sin7T(^) cos7T(a) =: sin 'n[a) — 7T(i/)] . 

Die letzte Gleichung giebt 

(21) 2 tang72"(?/) = tang77(a) 
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und die erste Qleiohnng kann so geschrieben werden 

Setzt m&n in dieser Gleichung an Stelle von sin^ il(a), 
l + cos*i7(a) ihre Werthe in tang^/7(a) nnd führt man den 
Werth von tang*JI(a) ein, der ans der Gleichnng (21) ent- 
nommen ist, so kommt ^ 

8inil(.)8inil(,) = -i^^!4|r^ 

1 + 2 tang* JI(2/) . / 

[641] und folglich \\ 

sin Jla; = ^ , . , 1; , , ^ * 
^ ' 1 + sm* JI(^) ' ^, / 

woraus wir ableiten 

* ^ ' l + sm*lT(y) 

* ^ l + 8m'lT(y) 

Dividiren wir die letzte Gleichung durch die vorletzte und 
ziehen wir die Quadratwui-zel, so werden wir haben 

tang AU te' = :— i~ , 

*^ ^ ^ l + sinil(2/)' 

woraus 

. ^. . l-taHgiiI(a;0 

^^^^(^^ = l + tang|il(.-) • 

Das zweite Glied dieser Gleichung kann die folgende Form 
annehmen: 

cos^.//(a;') -— sin |JI(a;') 
cos^iI(^') + 8in^JT(a;') 
oder 

cos(|7r - i^n{x')] ~ eo^n{x) ^"«*^^^^J 

und folglich 

sin il (2/) = tang ^77 (x), 

wie wir weiter oben [Seite 32] bewiesen haben. 

[Kreisumfang,] Um ein Beispiel der Längenmessuhg von 
Cnrven zu geben, suchen wir den Ausdruck der Länge des 

08tirald*8 Klassiker. 130. 3 
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Umfan^es eines Kreisea vom Halbmesser r. Ziehen wir zwei 
Halbmesser, deren Winkel im Mittelpunkte 27r:w ist, wo w 
eine ^anze Zahl bezeichnet. Fällen wir vom Ende eines dieser 
Halbmesser ein lioi p auf den andern. Das Producta?/* wird 
sich un^ so weniger von der Länge des Kreisumfanges unter- 
scheiden, je grösser n ist. Das rechtwinklige Dreieck, von 
dem j> eine Kathete, r die Hypotenuse und 8 tt : n der p gegen* 
überliegende Winkel ist, giebt (Gleichung 13) ; j -' 

27t , S^^ 

sin— = tangil(^) «^tangilfr) . .-• j^^'^^ 

Aber es ist bekannt, dass ^''^-^ \ 

,. \4^ 27t\ _ 
n 



für w = oo , während 



und 



1 2 
— tangil(jp) = — -T^ :r^ 



n{eP — e'P) = 2pn 

mit um so grösserer Annäherung, je grösser n und je kleiner 
folglich p ist. Danach i*) 

Kreisnmfang (r) = np ^= 27r cotgJI(r) , 
das heisst 

Kreisumfang (r) = [e^ — e""**) 7t , 

was fttr sehr kleines r giebt 

Kreisumfang (r) = 27tr, 

wie in der gewöhnlichen Geometrie! 

[Orenzkreisbogen,] Bestimmen wir noch den Bogen s des 
Grenzkreises mit Hülfe der Coordinaten: y das von einem Ende 
des Bogens s auf die durch das andere Ende gezogene Axe 
gefällte Lot: x der Theil dieser Axe vom Scheitel des Bogens 
bis zum Fusse des Lotes genommen. Es sei c die Sehne des 
Bogens s, es seien ebenso c, c, Cj... die Sehnen der Bogen 

— s, -^8, ■^«•••. Wir haben weiter oben bewiesen (Glei- 

chang 21), dass 

■co%7T(2/) = 2cotgJ7(^o). 
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Aehnlich hat man 

(iotgn{\c) = 2cotgJT(|c/j 
cotg/T(^cJ = 2 cotgilf^cj 
cotgJT(icJ = 2 co%iI(ic3) 
und allgemein fttr jede poslÜTC ganze Zahl n 

cotgJT{|c^. J = 2 cotgiI(icJ , 
woraus wh* sehliessen 

cotgJTfi/) = 2«-^» cotgilfißj . 

[943] Wenn n eine sehr grosse Zahl ist und g^ folglich 
eine sehr kleine Linie, so werden wir haben 

2«-^*cotgJT(icJ = 2«c,,. 
Aber 

2^Cn = s für w = oo, 
woraus folgt, dass 

;22) 8 = cotg n{y) . 

Bestimmen wir noch den Bogen s des Grenzkreises mit 
Hülfe des Theiles t der Tangente im Scheitel der durch das 
Ende des Bogens s gezogenen Axe, der zwischen dem Be- 
rührungspunkte und dem Schnittpunkte der Tangente mit der 
durch das andere Ende des Bogens s gezogenen Axe liegt, 
d. h. bestimmen wir die früher [Seite 12] mit L[t) bezeichnete 
Function. In dem Dreieck, dessen Seiten c, t, f[t) sind mit 
den gegenüberliegenden Winkeln i7(^], rt — r[[^c)^ \7C — IT(^c), 
finden wir, indem wir die (Gleichung 13) anwenden, 

sin JT(^) tang JT{c)- = sin JT( j e) tang il(^) , 

Aber wir haben gesehen, dass Gleichung (21) 

tangil(iö) = 2 taug JI(2/), 

wozu wir die Bemerkung fügen werden, dass 

_, . sin« il (-Je) 

und es kommt 

cosiT(<) = 2 cotgiI(|c) 

d. h. in Folge der Gleichung (22) 

oof^nit) = st^.L{t). 

3* 
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[Gleichtmg der Geraden,] Die Gleichtmg der geraden Linie 
hat eine ziemlich nmstlbidiiche Form, wenn man will, dass sie 
allgemein ist nnd die gerade Linie darstellt, welches auch 
ihre Lage in Bezng anf das Coordinatensystem sein mag. 
Fällen wir [Fig, 11] von einem festen 
Punkte der gegebenen Geraden ein 
Lot a anf die x-Axe nnd nennen wir 
L den Winkel, den dieses Lot mit der 
Geraden bildet. Nennen wir noeh y 
das Lot, welches anf die a^-Axe gefällt 
"^ ist von einem anderen Punkte der ge- 

Fig. 11. gebenen Geraden, dessen [644] Abstand 

vom ersten Punkte l ist; sei endlich x 
der zwischen den beiden Loten gelegene Theil der «-Axe. 
Ziehen wir eine gerade Linie durch das Ende von a nnd den 
Fnsspunkt von y nnd sei r die Länge des Theiles der Ge- 
raden, welche zwischen diesen beiden Punkten liegt Es wer* 
den zwei Dreiecke entstehen, ein rechtwinkliges, mit den Seiten 
a^x^r nnd den gegenüberliegenden Winkeln, ^, X, ^tt, das 
andere mit den Seiten y, r, l und den gegentlberliegenden 
Winkeln L — Z, G, \7C — A, 

Die Anwendung der Gleichungen (10), (11) auf das erste 
dieser Dreiecke giebt: 

sin il(a;) sin TT (a) ta sin il(r) 
sin/T(iK) cosX = sin^ 
sin il(a) cos -4 = sin JC 
cos JT(r) cos^ = cos JI(iK) 
cos JI(r) cosX t= n{a) . 

Aus diesen Gleichungen entnehmen wir: 

tang^ == tang JI(a;) co8JT(a) 

tangJI(r) = tangiT(a;) sin il(a) cos^ 

tan'gX = tangil(a) cos JT(x) 

cosiI(a;) = cosil(r) cos^ 

sinX = sin JI(a) cos -4 ♦ 

Die Anwendung der letzten der Gleichungen (19) auf das zweite 
'eck liefert: 
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cotgfL - X) co8^ 8inil(r) + sin^ = ^^5:Ä , 
woraus folgt, dass 

cos Tlf^l = ^^^^W ^ 

^^' cotg(L — Z) cp8^ Bin il(r] + sin^ 

cos JT(r) [taitgZ/ — tangX] , 

~ [l+tgLtgZ]oosuisiBiI(a)8iuJI(aj)-f siii^[tgL — tgX] ' 

indem man in diese Gleichung an Stelle von ti^gX seinen 
Werth einsetzt, kommt 

cos il(y) = cos JI(r) [tangi — tangJI(a)t5oaiI(a;)]: 

{[1 + tgLi%n[a) oo8iI{x)] oosilsin/r(o) tinil(a;) 

. +sin^[tgL — tgJr(a)cosiT(a;)]). 

[645] Setzen wir in diese Gleiehnng an Stelle von cos 11 [r] 
seinen Werth ein, so finden wir, nachdem alle Yereinfachnngen 
vorgenommen sind, ^^) dass 

(23) cosiI(2/) =^ T!I!^! - "sin/I{a) cotg Jr(rr) cotgL . 

' sm JI(x) ^ ' ' 

[ParaUek xur x-Axe,] Wenn die gegebene Gerade der 
a>*Axe parallel ist, hat man L ^=b iT(a) und die Gteichiiiig (23) 
wird die folgende Form annehmen: 

cofliTM- ^^'^^^^ cosJT(a) 
^^'^^^^^*^8inil(x) tangil(x) , 
oder 

(24) . . cos JT(y) = cosil(a) e""^ . 

Bezeichnen wir mit s, s^ die Längen der beiden Grenz- 
kreisbogen zwischen der aj-Axe und der zu dieser Axe par- 
allelen Geraden, von denen der erste a im Fusspunkte von a 
berührt und der zweite y im Fusspunkte von y berührt, so wer- 
den wir nach dem, was bewiesen [Seite 35] ist, erhalten 

s = cos il(a) 

/ =r cosiTfjr), 
danach 

WO X der Abstand zwischen den beiden Bogen s und s' ist. 
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Diese Gleiohmig zeigt, dass die Constante jB7, die wir weiter 
oben [Seiten] eingeführt haben, um die constante Beziehung 
von zwei Grenzkreisbogen zwischen zwei Parallelen zu be- 
zeichnen, deren Abstand der Einheit gleich ist, gleich e ist, 
d. h. gleich der Basis der iVeper'schen Logarithmen. 

Setzen wir in der Gleichung (23) a = und setzen ji — L 
an Stelle von Ia, so werden wir haben 

cosiT(y) = cotg Jl(aj) cotgZ/ , 

was folglich die Gleichung einer Geraden ist, die durch den 
Coordinatenanfang geht, und einen Winkel L mit der a>>Axe 
bildet, was mit der Gleichung (10) übereinstimmt. 
> ^" [Das geradlinige Viereck mit drei recJäen Winkeln,] Betrachten 
wir jetzt [Fig, 12] ein Viereck, von dem zwei Seiten a, y senk- 
recht auf der dritten Seite x stehen. 
Sei die vierte Seite und qp der 
Winkel zwischen a und c, während 
der Winkel zwischen e und y ein 
rechter ist. Ziehen wir die Diagonale r, 
die durch den Scheitel des Winkels q) 
geht und durch den Scheitel des gegen- 
überliegenden rechten Winkels. Diese 
Diagonale theilt das Viereck in zwei 
rechtwinklige Dreiecke. Die Seiten von einem [646] dieser 
beiden Dreiecke sind a, x^ r und die gegenüberliegenden 
Winkelt, X, ^7t\ die Seiten des anderen sind y, c, r und 
die gegenüberliegenden Winkel q> — JC, ^tv-^A, \7t. 

Die Anwendung der Gleichungen (10), (11), (13) auf das 
erste dieser Dreiecke giebt 

sin JT(r) = sinJT(a) sinlT(a;) 
sin ^ taug J7(a) = sinXtangiT(ir) 
cosiT(r) cos^ = coslT(ic) 
cosiT(r) cosX = cos JT(a) . 

Das zweite Dreieck giebt auf dieselbe Art die folgenden Glei- 
chungen : 

sin JT(2/) siniT(c) = sin il(r) 

sin il(2/) cos(9) — X) = cos -4 
cosJT(r) cos(qp — X) = coslT(c) 
cos JI(r) sin -4 = cosiT(i/) . 



Fig. 12. 



(G) 



(H) 
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Die Qleichimg (12) angewendet auf das erste Dreieck giebt 
( tangiT(r) = sinXtangjrr(a;) 

' ' I tangiT(r) = sin ^ tang JT(a) ^ 

während die Anwendung derselben Gleichungen auf das zweite 
Dreieck liefert 

( tangJT(r) = sin((p — X) tang JI(y) 

( tangil(r) = cos-4 tang JT(c) . 

Setzt man in der zweiten der Gleichungen (K) für sin il(r) 

seinen aus den Gleichungen (G) entnommenen Werth ein, so 

finden wir 

„, , sin JT(ic) cos il{a) 

cos JIM = ^^— ^— ' 

^ ' sin^ 

Die Einsetzung dieses Werthes von cosi7(r) in die letzte der 
Gleichungen (H) giebt 

(25) cos H[y) = sin JT(a;) cos Jl[a) . 

Dividirt man gliedweise die letzte der Gleichungen (H) 
durch die dritte der Gleichungen (G)^ so kommt 

^^'^^^ - cosJr(a;) ' 

[647] setzen wir in diese Gleichung den Werth, den wir soeben 
für eos il(^) gefunden haben, an Stelle von cosiI(i/) ein, so 
werden wir erhalten 



tang^ = tangJT(a;) cos il(a) . 

n die zweite der Gleichungen 
dieser Gleichungen, so kommi 

tang n tang Il[x) sin^ tang TT (a) 



Dividirt man die zweite der Gleichungen (G) gliedweise 
durch die letzte dieser Gleichungen, so kommt 



cos JI(f) cos JI(a) 

Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von sin^l seinen aus 
der letzten der Gleichungen (H) entnommenen Werth ein, so 
findet man: 

. _ co8iT(2/)tangJI(a) . „. . 

tangX = TT! \ — cotgJI(x) . 

cosiT(a) ^ ' 
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Ersetzt man endlieh in dieser letsten Gleichong cosiI(i/j 

durch seinen weiter oben [Glei^ung 25] gefundenen Werth, so 
kommt 

tangX SS cosi7(x) tang J7(a) . 

Die Zasammenstellang der zweiten der Oleichongen (H) mit 
der ersten der Gleichungen (L) giebt noch 

oder 

COSufx 

und wenn wir den durch die zweite der Gleichungen (K) ge- 
gebenen Werth von tang JT{r) einsetzen 

tang((/) — X) = tang -4 tangil(a) cos il(^) . 

^ Diese Gleichung nimmt, wenn man darin an Stelle von 

tang^, tangX ihre weiter oben gefundenen Werthe einsetzt 

die folgende Form an: 

foa\ 4. tang/7(a) 

(26) tang cp = — °, ' • 

^ ^ ^ '^ cos il (sc) 

Diese Gleichung zeigt, dass x immer reell ist, wenn der Winkel ff 
grösser ist als i7(a) und kleiner als ein rechter, oder wenn 
TT — 9? I> TI{a) , TT — <jP <C 1 ^'■• 

[648] Der Werth von cosiT(a;) ist positiv, wenn ^7C^fp 
]> n(a) und die Strecke x ist folglich auch positiv; wenn aber 
^Tt > TT — qp > n[{a), so wird der Werth von cos JT(a!;) 
negativ, und die Linie x ist auf der andern Seite des Lotes a 
gelegen. 

[Das gemeinsame Lot von zwei Geraden.] Dies beweist, 
dass, wenn zwei Gerade, die in derselben Ebene gelegen sind, 
einander nicht treffen, soweit man sie auch verlängert (ohne 
parallel zu sein), alle beide zu einer und derselben Geraden 
senkrecht sein müssen; i®) alle Paare von Geraden, die in der- 
selben Ebene sind, und weder parallel noch senkrecht zu einer 
und derselben Geraden, müssen sich nothwendig schneiden. 
Die Geraden, die in derselben Ebene gelegen sich nothwendig 
schneiden nach hinreichender Verlängerung, werden also nur 
diejenigen sein, für welche in jedem Punkte der Winkel, den 
die durch diesen Punkt gehende Gerade mit dem von diesem 
Punkte auf die andere Gerade gefällten Lote bildet, kleiner 
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ist als der Parallelviiikel, wekher diesem Lote entspricht. 
Mit Hülfe der YorausgeheDden Resultate ist es möglich , die 
allgemeine Gleichung (23) der geraden Linie sehr zu verein- 
fachen in dem Falle , wo die Gerade, zu der die Gleichung 
gehört; die aj-Axe nicht schneidet. 

[Neue Form der Oleichimg der Oeraden.] Es sei a das auf 
die a!;-Axe von einem festen, aber willkürlich auf der gegebenen 
Geraden angenommenen Punkte aus gefällte Lot, L derjenige 
der beiden Winkel zwischen diesem Lot und der Geraden, 
welcher nach der Seite der positiven x gelegen ist. Suchen 
wir zuerst eine Strecke l, so dass 

co8/T(/) = tangiT(a) cotgL , 

was immer möglich ist, so lange als 1/ > n{a)y d. h. so lange 
die Gerade die rr-Axe nicht schneidet. Tragen wir diese 
Linie auf der a;-Axe vom Coordinatenanfang aus nach der 
Seite der positiven oder negativen x ab, je nach dem Zeichen 
von /. Errichten wir im Ende der Strecke l ein Lot auf der 
2;-Axe, verlängern wir es, bis es die gegebene Linie trifft, und 
sei b der TheU dieses Lotes, der zwischen der gegebenen Ge- 
raden und der x-Axe liegt. Der Winkel^ unter dem dieses 
Lot die gegebene Gerade treffen wird, muss ein rechter sein, 
nach Gleichung (26). Kommen wir jetzt ttberein, den Fuss- 
punkt des Lotes b zum Coordinatenanfang zu nehmen, so 
werden wir nach Gleichung (25) haben 

(27) cosiI(6) = cos JT(^) 8iniT(a;) , 

was die allgemeine Gleichung einer Geraden ist, die die a>Axe 
nicht schneidet. Wir können in dieser Gleichung y = a und 
zu gleicher Zeit x = — / setzen, was giebt 

cos J7(6) = cos IT (a) sin/7(/) ; 

[649] diese Gleichung nimmt, wenn man an Stelle von cos IT (6), 
8ini7(Z) ihre Werthe einsetzt, die folgende Form an 



coB n(y) sinlT(ic) = cosiT(a) VI — tang*iI(a)cotg*Z/ . 
Das zweite Glied dieser Gleichung wird imaginär, sowie 

tang JT(a) cotgL > 1 , 
d. h. för jede Gerade, welche die oj-Axe schneidet. 
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§ 5. AbstaadsmessuiseiL« 

[Abstand von ztod Punkten.] Mit Hülfe des Vorangehendea 
können wir die Aufgabe lösen, den Abstand von zwei Punkten 
zn finden, deren Lage in der Ebene dorch ihre rechtwinkligen 
Coordinaten x^ y und rc', y' bestimmt ist. Setzen wir zur 
Abkürzung 

dx^s=.x' — X^ Jy^=y' — y, 

Fällen wir [Fig. IS] ein Lot rom Ende von y atif «/', und 
bezeichnen wir die Länge dieses Lotes mit g, während y^ 
den Theil von y' zwischen der aj-Axe 
if43as und dem Lote q bezeichnet. 

In Folge der Gleichungen (25) wer- 
den wir haben 




cosJ7(2/,) = cos 71(2/] 8iniT(^a:) 

cosiI(^a;) = cosiT(^) 8iniT(yJ . ^'j 

xAjcv, Nachdem man die Werthe von ^ und 

Fig. 13. q mit Hülfe dieser Qleichungen bestimmt 

hat, wird der gesuchte Abstand der bei- 
den Punkte, den wir mit r bezeichnen, durch die folgende 
Gleichung gegeben sein, die man aus der Gleichung (11) ent- 
nimmt 

siniT(r) = siniT(2/' — ^J sin JI (5) . 

[Bogendem&nt] Wenn Jx und Jy und folglich q, r sehr 
klein sind, so dass man die höheren Potenzen dieser Grössen 
gegen die niederen vernachlässigen kann, so wird r das Linien- 
element ds einer Gurve darstellen, zu dessen Ausdruck man 
gelangt, indem man nimmt 

8inil((?) = 1—4^?* 
cos il(g) = g — |g» 
sin/T(r) = 1 — Ir* 
siniT(2/'~2/i) = l-4(2/'~2/t)*, 
wonach kommt 

Jx 



BmTIiy) 



ds= y 



dy'- 



dx^ 



sin* n{y) 
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[660] Für den Greiakreis hat man 

sia il (^) = 6"^ . 

[Oren^dcreisbogen.] Ans den allgemeinen Ausdrücken, die 
sin J7(a) n. s. w. als Function von a ausdrücken, und die weiter 
oben [Seite 24] gegeben worden sind, entnimmt man 

dn{a) = — siniT(a) da j 

woraus man durch Differentiation der Gleichung des Grenz- 
kreises findet 

siniT(2/) cosiT(2/) dy = e^^ dx 
und 

dxe^ 

ds = — ; 

indem man integrirt in Bezug auf x von a; = an, findet man 



8 Ä= Ve«^ — 1 
oder anders 

s = cotgiTfi/) 

wie wir es weiter oben [Seite 35, Oleichtmg 22] gefunden haben. 
[PolareoordinaUn.] Bezeichnen wir mit r den Abstand eines 
Punktes einer gekrümmten Linie vom Coordinatenanfang und 
mit cp den Winkel, den dieser Abstand r mit der positiven 
aj-Axe bildet, so werden wir in dem Dreieck, dessen Seiten 
«/, ic, r sind, nach Gleichung (12) haben 

tangJT(r) = sin<jp tang il(2/) . 

Nimmt man die Logarithmen der beiden Seiten dieser Glei- 
chung und differenzirt in Bezug auf y, cp, r, so kommt 

Aus dieser Gleichung entnehmen wir 

dy = jcotgqp dep + ^^^j cosiT(t/) 

oder, indem wir an Stelle von cosiTf^/) seinen Werth in r und (p 
einsetzen 

cos 9p cos/T (r) dep + sinr/) dr 

Vi — cos*f/) cos*iT(r) 
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Um dx in r nnd cp anszndrtteken, aehmen wir (Öleiehnng 10) 

cos JT(r) cos 7) = oosJT(x) . 

[651] [Bogenelemeni m Polarcoordinaten,] Die Differentiation 
in Bezug auf r, (p und x der Loguitlimen der beiden Seiten 
dieser Gleichung liefert 

sin*iT(r) ^ , ^ sin'iTfa;) ^ 

--ff (^r — tang rp dy = — ^ dx , 

cosJT(r) o r ^ eosiT(a;) ' 

woraus wir mit Hülfe der Gleichungen 

siniT(a;) ünlliy) = siniT(r) 
cosJT(r) cosr/) = C08iT(a:) , 

die folgende Gleichung entnehmen, die den gesuchten Werth 
ausdrückt 

dx cosijp siniT(r) dr — dq) üaq) cotgiT(r) 

sin n {y) ~ I 1 — cos*f/)c08*iT{r) ' 

wonach 

ds — ydr* + d(p*cotg*iT(rJ. 

[Kreisumfang.] Wir finden für den Kreis, indem wir 
annehmen, dass der Coordinatenanfang im Mittelpunkte ist 
{da dr^'O) 

ds s= d(p cotgJIfr) ; 

indem man integrirt von cp = bis 9) = ^ tt und das Resultat 
mit 4 inultiplicirt, finden wir den folgenden Ausdruck für den 
Umfang des Kreises vom Radius r 

2 7rcotgiT{r), 

welches mit dem zusammenfällt, den wir weiter oben [Seite 34] 
gefunden haben. 

[Kreismesstmg auf der Orenzkugd.] Nennen wir s den 
Bogen eines Grenzkreises, der von der x-Axe an gerechnet 
ist, so wird die Drehung von s um die x-Axe einen Theil der 
Grenzkugel erzeugen, und das Ende dieses Bogens wird einen 
Kreisumfang beschreiben, der auf der Grenzkugel in derselben 
Weise bestimmt wird, wie der Kreis vom Radius r in der ge- 
wöhnlichen Geometrie bestimmt wird, woraus folgt, dass der 
Umfang gleich 27ts sein muss. Auf der andern Seite wird 
der Umfang desselben Kreises, wenn man ihn in seiner Ebene 
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b^a^t^, wo das. Lot y^ welches von dem einen Ende des 
Bog^B 8 auf die Axe des Chremskreises geftllt ist, die als a>^Axe 
dient nnd durch das andere Ende geht, sein Halbmesser is*^, 
in der Pangeometrie gegeben durch die Formel 

27rcotiT(i/), 
woraus folgt, dass 

8 = cot JI(2/), 

[652] wie es zuvor [Seite 35] bewiesen worden ist 

§ 6. Flächenmessungen. 

[Flckkefnelernent] Um das Flächenelement zu finden, theilen 
wir die Ebene durch Grenzkreise, die alle zur Axe die aj-Axe 
haben, so dass der Abstand jedes Grenzkreises von dem folgen- 
den unendlich klein ist und durch dx ausgedrfickt werden 
kann. Es sei 8 der Bogen eines dieser Grenzkreise zwischen 
der 2;-Axe nnd einem Punkte einer gegebenen Curve, dessen 
Coordinaten x^ y seien. 8ei noch s der Bogen eines andern 
dieser Grenzkreise zwischen der ic-Axe und einem Punkte 
der gegebenen Curve, bestimmt durch die Coordinaten X + dx, 
y + dy. 

Der unendlich kleine Theil der Ebene zwischen s und s' 
einerseits und zwischen der Curve und der «-Axe andrerseits 
hat [vgl Seite 12] zum Ausdruck 

es dx 
e — 1 
oder, indem man einsetzt s s=s cotg n(y) 

^^_ edx(Mtgn{y) 
e— 1 

[Orenzkreissector.] Als Beispiel bestimmen wir die Fläche 
eines Grenzkreises, für den wir die Gleichung in rechtwinkligen 
Coordinaten gefunden haben [vgl Seite 33] 

siniT(^) 3= e"^ 

mit deren Hülfe wir den folgenden Ausdruck für das Diffe- 
rential der gesuchten Fläche finden 

6 ■ • 

dS =^ -dy cosiT(2/) cotg 11 [y] . 

e 7"** 1 • - 
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Integrirt man diesen Ansdraek von yss^O an, so finden 
wir ftlr die Fläehe, die zwischen dem Bogen des Orenzkreises, 
der x-Axe nnd der Ordinate y enthalten ist 

s = j^ {cotg il(y) - -J7r + my)} . 

Wir haben gesehen, dass der Theil einer Ebene, der 
zwischen zwei unbegrenzt verlängerten Parallelen nach der 
Seite des Parallelismus hin enthalten ist und begrenzt wird 
von einem Bogen s eines Grenzkreises, dem die beiden Paral- 
lelen als Axen dienen, zum Ausdruck hat 

es ecotgiTf^) 

e— 1 ~ e— 1 

[ParcUldstreifen.] Danach finden wir für die Fläche, die 
zwischen zwei parallelen Geraden enthalten ist (in denen die 
eine senkrecht zn y ist), die durch die beiden Enden von y 
gezogen sind [653] und nach der Seite des Parallelismns un- 
begrenzt verlängert sind, die Formel 

{7v - n{y) . 

Mit Hülfe dieser Formel können wir den Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks als Function der Winkel dieses Dreiecks 
bestimmen. Seien dazu die Seiten des Dreiecks a, b, c und 
die gegenüberliegenden Winkel Ä =^ n{a)j B =^ n{ß}. ^/r; 
verlängern wir [vgl, Fig. 8, Seite 22] die Hypotenuse c über den 
Scheitel des Winkels n[ß] hinaus und machen wir die Ver- 
längerung gleich ß. Das auf ß im Ende von ß errichtete Lot 
wird parallel sein zur Verlängerung der Seite a, und der Inhalt 
des Theiles der Ebene, welcher zwischen diesen beiden nach 
der Seite des Parallelismus hin unbegrenzt verlängerten Pa- 
rallelen enthalten ist, und auf der andern Seite durch die 
Linie ß begrenzt wird, hat den Werth 

\ft-n{ß). 

[Dreiecksvnhalt] Ziehen wir jetzt durch den Scheitel des 
Wiiü^els Ä eine Parallele zum Lot,, die fo^lich gegen c unter 
dem Winkel n{c + ß) geneigt ist und auch parallel sein wird 
zur Verlängerung von a, so wird der Werth des Theiles äet 
Ebene zwischen c + ß und den beiden nach der Seite des 
Parallelismus hin ins Unendliche verlängerten Parallelen sein 

\7t--n[o + ß). 
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In derselben Weise ist der Theil der Ebene zwischen 6, 
der durch den Scheitel von A gezogenen Geraden und der 
Seite a mit ihrer Verlängerung 

Demnach wird die Summe von \ 7t—II[lß) und von \n — iT(6) 
vermindert um \7t — n[c+ß) der Ausdruck des Flächeninhalts 
des Dreiecks sein, welcher also den Werth haben wird 

Wir haben aber bewiesen [Seite 22^ Gleichung iT), dass 

n{b) = n(a) + n[c + ß). 

Setzt man in den Ausdruck der Fläche des geradlinigen 
rechtwinkligen Dreiecks diesen Werth an Stelle von 11 {b) ein, 
so nimmt der Ausdruck dieser Fläche die folgende Form an 

^^ - nia] - nißY, 

[654] d. h., dass die Fläche eines geradlinigen rechtwinkligen 
Dreiecks gleich ist dem Unterschiede zwischen zwei rechten 
Winkeln und der Summe der drei Winkel des Dreiecks; woraus 
noch folgt, dass die Fläche jedes geradlinigen Dreiecks dem 
Ueberschuss von zwei rechten Winkeln über di^ Summe der 
drei Winkel des Dreiecks gleich ist. Das folgt daraus, dass 
die Fläche jedes geradlinigen Dreiecks die Summe der Flächen ^ 
zweier geradlinigen rechtwinkligen Dreiecke ist. ^r 

[Inhait des geradlinigen Polygons.] Es folgt aus dem Voraus- y * 
gehenden, dass der Flächeninhalt jedes Vierecks gleich dem 
Ueberschuss von vier rechten Winkeln über die Summe der 
vier Winkel des Vierecks, und im allge- 
meinen, dass die Fläche jedes Vielecks von 
n Seiten dem Ueberschuss von (n — 2) tt 
über die Summe der Winkel des Vier- 
ecks ist. 

Betrachten wir im Besondern [Fig. 14] 
ein Viereck, dessen zwei Seiten a, y alle ^ 

beide auf der dritten Seite x senkrecht Fig. 14. 

stehen, und dessen vierte Seite t auf der 
Seite a senkrecht steht und mit y einen Winkel bildet, den wir 
mit CD bezeichnen. 

[Anwendung auf Integrale.] Wir haben weiter oben be- 
wiesen (Gleichung 25], dass zwischen den Bestandtheilen eines 
solchen Vierecks die folgende Gleichung besteht 
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cos JI(a) = co8iT(y) sin iZ(a;) . 

Betrachten wir x^y als Veränäerliche, und a als Constante, 
so drückt sich die Fläche dieses Vierecks, wie jede ebene 
Fläche, nach dem was oben bewiesen ist, ans durch das 
IntegraP®) 

Jdxcotsniy) 

das, angewendet auf den Fall, der uns beschäftigt, wenn man 
den Werth von cotgiT(^) einsetzt, den folgenden Werth für 
die Fläche giebt 

rfa; cos /I(a) 



/ 



Ksin*JT(x) — cos*iT(a)' 

während diese selbe Fläche, zu Folge des Satzes, der die 
Fläche jedes ebenen Vielecks als Function der Winkel ausdrückt, 

ist; das giebt 

/• dx 

(M) Xtc — ct> = cosil(a) / ' =r ■ 

' Vo Vsin*iT(«) - co8*iT(a) 

Der Winkel co, den die Seite t mit der Seite y bildet, ist 
durch die folgende Gleichung gegeben (Gleichung 26) 

tangc. = *??^^ 
cosiI(a;) 

;655j wir schreiben in der Gleichung (M) a an Stelle von 11 {a) 
und I an Stelle von Ufa;}, so wird sie^^) 

\7t — M P d^ 






cos a ^ sin ^ V sin a* — cos* g 

wo a eine constante Grösse ist. 

Die Bichtigkeit des tfir dieses Integral gefundenen Werthes 
kann, bestätigt werden durch Diflferentiation. ^o) 

[Angenäherte Integration,] Die Pangeometrie zeigt so eine 
Methode an, die angenäherten Werthe von bestimmten Inte- 
gralen zu finden. 

Es sei gegeben das Integral 



j Ä dx , 
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wo Ä ©ine gegebene Function von x ist; um den Werth dieses 
Integrals zu berechnen, muss man Ä = cotgi7(i/) setzen und 
die Wertbe y, y\ y* u. s. w. bestimmen, die den Werthen 
X ^ x\ x" u. s. w. entsprechen, welche willkürlich als Inte- 
grationsgrenzen genommen sind; dann muss man die Längen 
der Sehnen berechnen, die die Endpunkte von y' und y\ von 
y" und y"* u. s. w. verbinden, und die Winkel, welche jede Sehne 
mit der Verlängerung der folgenden Sehne bildet. Die Summe 
dieser Winkel wird den angenäherten Werth des Integrals geben. 

[Flächenelement in Parallelcoordinaten ausgedrückt] Der 
Flächeninhalt des Theiles der Ebene, der zwischen einer ge- 
gebenen Geraden und zwei unter einander parallelen Geraden 
enthalten ist, die durch die beiden Enden der gegebenen Linie 
gezogen sind und nach der Seite des Parallelismus unbegrenzt 
verlängert sind, wird gleich 7t sein, vermindert um die Summe 
der zwei Winkel, welche die beiden Parallelen mit der ge- 
gebenen Geraden bilden, weil die Figur als ein Dreieck mit 
einem Winkel Null betrachtet werden kann. 

Die Fläche einer ebenen Curve kann in Elemente getheilt 
werden durch Gerade, die alle einer gegebenen Geraden, z. 6. 
der ^-Axe, parallel sind. Ziehen wir [Fig, lo\ 
durch das Ende der Abscisse x eine Gerade, ^j^^ 
die parallel ist zur ^-Axe, so wird diese 
Gerade mit der ic-Axe einen Winkel =II[x) 
bilden, die durch das Ende der Abscisse 
x-^- dx gezogene Gerade wird ebenso mit 
der aj-Axe einen Winkel gleich n[x-\'dx) 
bilden, woraus folgt, dass die Fläche des 
Theiles der Ebene, der zwischen dx und *" ' ^ "^ xi^xe 
diesen beiden Parallelen enthalten ist, gleich 
dll{x) sein wird. Sei jetzt u die Länge Fig. 15. 

des Theiles der ersten Parallelen, welcher < 
zwischen der a>-Axe und der Curve enthalten ist, so wird der 
zwischen den beiden Parallelen und ausserhalb der gegebenen 
Curve gelegene Flächentheil nach dem, was weiter oben [Seite 11 
und Seite 46] bewiesen worden ist, gleich 

— e-«* dn{x) , 

[656] woraus folgt, dass der Theil dieser Fläche, der zwischen 
der Curve und der a:-Axe gelegen ist, das heisst das Flächen- 
element dieser Curve, den Ausdruck besitzt: 

dS= ^[1 — e-") dn{x) . 

Ostwald's Klassiker. 130. 4 
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[Kreisinhalt,] Um die Fläche des Kreises vom Radius r 
zu berechnen, muss man in den allgemeinen Ausdruck des 
Flächenelements einer Curve, der oben gefunden ist [vgl. An- 
merkung 18] und so lautete : 

dS = dxQotn[y) , 

den Werth von cotgiT(y) einsetzen, welcher aus der Gleichung 
des Kreises entnommen ist, 

sin7T(ic) Bin IT {y) = sin TT (r) , 

wo der Coordinatenanfang im Mittelpunkte des Kreises ist, 
das giebt 

dS = dx \ .- - _;~f — 1 ; 

integriien wir von a; = an, so finden wir 

1 . /cos il(a;)\ . /cotg il(x)\ 

S — . ^. . arc sml — f-f ) — arc sm -— ^ .- ) - 

sinJ7(r) \cosiI(r)/ \cotgiT(r)/ 

Für X = r giebt dies als Fläche des Kreisquadranten 

2sin/I(r) 2^' 

multipliciren wir mit 4, so finden wir für die Fläche des 
Kreises 

2^!^r-^ - ^i = ^(^^'' - ^"*'')'- 

(sin//(r) ) ^ ' 

Wenn r ausserordentlich klein ist, dann giebt dieser Ausdruck 
die Fläche des Kreises = rcr'^^ was derselbe Ausdruck ist, 
den die gewöhnliche Geometrie für den Flächeninhalt des 
Kreises giebt. 

Der vorausgehende Ausdruck für die Fläche des Kreises 
erlaubt uns, dem Flächenelemente jeder gekrümmten Linie die 
folgende Form zu geben: 



dS = d^p\-,^^.^lL\, 



wo r der vom Coordinatenanfang zu einem Punkte der Curve 
gezogene Leitstrahl ist und cp der Winkel, den dieser Leit- 
strahl mit einer festen Geraden bildet, die durch den Coordi- 
natenanfang geht. 
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[657] [DreiecksifiJialt] Die Anwendung dieser Foimel auf 
die Bestimmung der Fläche eines geradlinigen Dreiecks, dessen 
Seiten a, b, c mit den gegenüberliegenden Winkeln A, Bj G 
sind, giebt, wenn wir die Winkel Aj G und die Seiten b, a 
als Variable betrachten, für die Fläche des Dreiecks: 

.^^dA\ . ^ -ij. 

^ (smil(&) ) 

Die Seite wird ausgedrückt als Function von c, A und B 
mit Hülfe der letzten der Gleichungen (19) 

cotg^ sm^ siniT(c) + cos -4 = —77^ • 

' cosiT(6) 

Entnehmen wir aus dieser Gleichung den Werth von sin/T(&) 
und setzen ihn in den Ausdruck für die Fläche des Dreiecks 
ein, so wird für die Fläche des Dreiecks kommen 






ll/:-p 



COS* il(c) 



(cotg5sin-4 sin/T(r) + cos -4)* 

Aber es war bewiesen [Seite 47], dass die Fläche des 
Dreiecks 

• ^^^A—B—G 

ist, wo A und B gegebene Winkel sind, und G nach Glei- 
chung (19) gegeben ist: 

I - ^ , . ^ sinJ.sin^ 

IcosC + cos^ cos-ß =^ . „, , . 

I ' sin/T(c) 

Die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke für die Fläche des 
Dreiecks giebt sodann 



^ dA [cotgP sin A sin /7(c) + cos A] 



jc-^B—G^f 

Jo V(cotgjB sin^4 sin /T(c) + cos^)* — cos*iT(c) 

Wenn B = ^tv^ giebt diese Gleichung 

r^^ cosAdA 

^7r — G = l 

•^0 Vcos*^ — cos* il(c) 

eine Gleichung, die nach Integration die Form annimmt 

i/r — C = arc sinK— 7,,-v , 

^ \smi/(r)/' 

4* 
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was in Uebereinstimmung ist mit der Gleichung, welche C be- 
stimmt. 21) 

[658] Man kann aas dem Yoransgehenden zwei Ausdrücke 
ableiten für den Werth der Fläche jedes geschlossenen Viel- 
ecks, den einen durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt, 
den andern nur abhängend von der Summe der Winkel des 
Vielecks. Die beiden Werthe der Fläche müssen unter ein- 
ander gleich sein, man hat auf die Art ein neues Mittel, den 
Werth vieler bestimmter Integrale zu finden, Werthe, die man 
in anderer Weise oft nur schwer finden würde. 

[Das rechtunnklige Dreieck.] Um hiervon ein Beispiel zu 
geben, betrachten wir ein geradliniges rechtwinkliges Dreieck, 
welches zu Katheten o;, y und als Hypotenuse r hat. Sei Ä 
der 2/, B der x gegenüberliegende Winkel. Die Gleichungen 
(10), (11) geben für dieses Dreieck 

sinJ7(a;) sin 11 (y) = sin TT (r) 

siniT(a?) coSjB = sin^ 

cos TT (r) cos .4 = cosJT(a:) 

cos iJ(r) cos 5 = cos il(^) . 

Aus diesen Gleichungen leiten wir ab 

cos/Ii'a;) 



. -r-r/ I l/. /cos/7(a;)\* 
smiI(.)=l/l-(-^^) 



. jjf ^_ 1 l/. /cosjrT(a;)\"_|/ 1 cotg^'JT(a;) 

^^" *^^ sin 11 [x]^ \ cos^ / '^ sin*il{a:)* cos* .4 



cotgi7(2/) = 



^n(xf 

sin ^ cos il(ir) 



Vcos^J. — COS*/J(flj) 



Setzen wir in dieser letzten Gleichung ein n{x) = ^7t — w, 

so finden wir 

^ „, , sin^ sinw 

cotgJ7(2/) = 



Vcos*^ — sin* 



(jj 



Wir haben aber gesehen [Anni, 18], dass das Difi'erential der 
Fläche dxcotgn(y) ist; das giebt, angewendet auf den gegen- 
wärtigen Fall, 
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dcotsingco 



ycos*-4 — sin^w 



[659] woraus wir schliessen, indem wir von w = an inte- 
griren, was a: = entspricht, und bemerken, dass die durch 
das Integral ausgedrückte Fläche sich ausdrücken lässt durch 
^7t — Ä — B, dass 

*^o ycos*-4 — sin*C(i 

wo A ein constanter Winkel ist, während B bestimmt ist durch 
die Gleichung 

cos B = • 

cos CO 

Wenn w = ^/r, so wird die Hypotenuse parallel zur Seite y, 
und der Winkel B wird gleich Null. Man hat also in diesem 
FaUe 

. . r^"^" c^wtangw 
^7t — A = smÄ\ 

J^ Vcos*:4 — sin*w 

[Drdeeksinhalt in ParaUelcoordinaten.] Man kann den Werth 
eines allgemeineren Integrals bestimmen, indem man die Fläche 
eines beliebigen geradlinigen Dreiecks betrachtet, dessen Seiten 
«, by G mit den gegenüberliegenden Winkeln A^ B, C sind, und 
indem man diese Fläche in Ele- 
mente theilt durch Geraden, die un- 
einander parallel sind (Fig. 16). 
Nehmen wir den Scheitel des Win- 
kels C zum Coordinatenanfang und 
die Seite a als Achse der Abscissen x. 
Sei B = r[(ß)y wo ß eine positive 
Linie ist, wenn ^<;^7r, und ne- ^ 

gativ, wenn B^^jt, Ziehen wir 
durch das Ende der Abscisse x eine ^^' ' 

Gerade u^ die parallel ist zur Seite c, 

und verlängern wir diese Parallele, bis sie die Seite h schneidet. 
Der Winkel, den diese Parallele mit der Abscisse x bildet, 
wird n[ß — a-^x) sein, woraus folgt, dass der Winkel dieser 
Geraden mit der Verlängerung von x II{a — ß — x) sein wird. 

Nehmen wir als Element der Fläche des Dreiecks den Theil 
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dieser Fläche, der zwischen den beiden unendlich benachbarten 
Parallelen u enthalten ist, so werden wir nach dem, was weiter 
oben [Seite 49] bewiesen worden ist, den folgenden Ausdmck 
für dieses Element erhalten 

dS = — dn{a — /!? — a:) (1 — e-«*) . 

Betrachten wir y, x nnd u als Veränderliche und a und ß als 
Constanten. Die Gleichungen (19), angewendet auf das Drei- 
eck, dessen Seiten [x^ u) sind, mit dem eingeschlossenen Winkel 
Hiß — a + x) geben 

cos il(a:) 



cotg Csmlliß — a+^)siniT(a;)+cosiT(/^ — a+ic): 



cosiT(t«) 



[660] Aus dieser Gleichung entnehmen wir, indem wir zur 
Abkürzung 11 {ß — a-^x) = co setzen 

cosiT(a;) 

cosJI w) = ^ ^ . . ' , , . , 

' cotgc; smw smir(aj) + cos w 

dann ist 

2j^ cotg C sin 0) siniT(a;) + cos w + cosiT(aj) 

cotg C sin w siniT(aj) + cosw — cosiT(a:) 

Aber 

. TT/ \ . Trr.i \ f, . - siniT(/? — a)cos£ü 

8iniJa;=sini/L/? — (z — ^ — a+a;i_^ = - 1.,^ ^ , ; 

auf dieselbe Art finden wir 

cosiT(/j — a) — cosw 



cos il(ic) = 



1 — cosiT(/? — a) cosw 

Die Einsetzung dieser Werthe von sin il(a:), cos iZ(a;) in 
den Ausdruck von e-" gibt 

cotg Csin* CO sin Illß — a] + cos co [1 — cos IT [ß — a) cos w] 

^^^ + (iosII{ß — a) — cosw 

cotg Csin* 10 sin ll{ß — a) + cos lo [1 — aosIJiß — a) cos lo] 

— cos n[ß — a) + cos 0) 

cotg C srn^co Bmlliß — o^) + cos 11 {ß — a) sin^w 

cotgCsin^w sini7(/y — a) +2cos to — (1+cos-w) cos/Z(/? — a) ' 

und wir finden folglich 

dn{a — ß — x) = — dn{ß, — a -\- x) = — diu y 
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wonach der Vergleich der beiden Ausdrücke für die Fläche 
des Dreiecks die Gleichung gibt^^) 

TT — ^ — 5— C = — w 

/^^ = «, .. 

I 1 /cotgCsiniI(// — a)sin* co-t-2 cos w — (1+cos* w) cos II{ß — a) 

f _^ cotg Csinlllß — a) sin* co -|- cos i7(// — a) sin* oß 

Setzen wir noch 11 {ß — a) = a, so wird diese Gleichung 
die Form annehmen 

[Tt — Ä — B—C+cc — niß)] l/cotgCsina + cosa 



dio ,/ — - 



4 

Jsmiü 



= 1- — |/cotg G sina sin*w + 2 cos w — (1 + cos* w) cosa , 



[661] wo die Winkel J, jB und die Strecke ß berechnet werden 
müssen mit Hülfe der Gleichungen 

a = n{ß-^a), B = n{ß) 

sin B sin C 



eoBÄ + cos-B cos G = 



Bin 11 (a) 



y-AxB 



von denen die zweite mit der letzten Gleichung (19) überein- 
stimmt, die auf das Dreieck angewendet wird, welches wir 
betrachtet haben. 

[Grenzkreiscoordinateri] Man kann in der Pangeometrie, 
um die Lage eines Punktes festzulegen, ausser rechtwinkligen 
und Polarcoordinaten Grenzkreisbogen 
anwenden [Fig. 17) und dieses letz- 
tere System bietet viel Vortheil hin- 
sichtlich der Einfachheit der Fonneln. 

Bestimmen wir die Lage eines 
Punktes in der Ebene durch rechtwink- 
lige Coordinaten x, y^ so dass y die 
Länge des von dem Punkte aus, dessen 
Lage man bestimmen will, auf die x- 
Axe gefällten Lotes ist und x der 
Abstand des Fusspunktes des Lotes y 
vom Coordinatenanfang. Sei ri die 

Länge des zwischen dem Ende des Lotes y und der a:-Axe 
enthaltenen Grenzkreisbogens (wo die ic-Axe zugleich die Axe 
des Grenzkreises ist) und nennen wir ^ den Abstand des auf 




Fig. 17. 
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der ic-Axe gelegenen Scheitels des Grenzkreises vom Coordi- 
natenanfang. Wir haben gesehen [Seite 35], dass in diesem 
Fall 

rj = cotgiI(2/), 

folglich die Gleichung des Grenzkreises [Seite 32] 

e-(^-|)= sin 77(7/). 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichnngen kann man ^, rj als Func- 
tion von a; und y ausdrücken, oder umgekehrt cc, y als Func- 
tion von f, iy, was erlaubt, von der in a;, ^ ausgedrückten 
Gleichung einer Linie überzugehen zu der in ^, i; ausgedrückten 
Gleichung derselben Linie oder umgekehrt. 

Das Differential der ebenen Flächen drückt sich in ^, rj 
aus durch die Gleichung 

d^S = d^drj , 

wo S die Fläche ist. 

Betrachten wir S als Function von x und y^ so haben wir 

/^\ _ dS 
[dx] ~ d§ 

dann, indem man i. B. auf y differenzirt 

d^S __ 1 d^S _ 1 
dxdy sin7T(2/) d^drj sin77(2/) ' 

[662] was übereinstimmt mit dem, was wir weiter oben ge- 
funden haben. 



§ 7. Analytische Greometrie des Ranmes. 

[Grenzkreiscoordinaten.] Fällen wir {Fig. 18) von einem 
Raumpunkt ein Lot z auf die Ebene der Coordinaten x, y 
und ziehen wir durch dieses Lot eine Ebene, die die xy- 
Ebene in einer Geraden parallel zur ic-Axe schneidet. Nehmen 
wir diesen Schnitt, nach der Seite des Parallelismus hin ge- 
richtet, zur Axe eines Grenzkreises, der durch das Ende des 
Lotes z hindurchgeht, und sei Z die Länge des Grenzkreises 
zwischen dem Ende von z und dieser Axe. Man hat 

t = cotg7TH ; 
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ZzAx» 



der Theil q der durch den Fasspunkt des Lotes ä gezogenen 
Parallele zur a;-Axe, welcher zwischen dem Scheitel von ^ und 
dem Fnsspunkt dieses Lotes liegt, wird [Seite 32] gegeben 
sein durch die Gleichung 

Der Bogen des Grenzkreises, der in der Weise durch den 
Fusspunkt von x gezogen ist, dass er die a>-Axe in der Rich- 
tung der positiven x zur Axe 
hat, und der zwischen diesem 
Punkt und dieser Axe enthal- 
ten ist, wird cotgiT(2/) zur 
Länge haben und der Bogen r] 
des Grenzkreises, welcher durch 
den Schnittpunkt von ^ mit der 
a;t/- Ebene gezogen ist, die 
ic-Axe in der Richtung der 
positiven x zur Axe hat und 
zwischen dem Punkt und der 
Axe enthalten ist, ist in Folge 
dessen, was bewiesen [Seite 13] 
worden ist, gegeben durch die 
Gleichung 

cotgiT(2/) 



jCzAxe. 




-ysAxe 



Fig. 18. 



V 



^inn{x) 



Nennen wir endlich | den Theil der a^-Axe, welcher zwi- 
schen dem Coordinatenanfang und dem Bogen rj enthalten ist, 
so gibt die Gleichung des Grenzkreises 

e-a;+g+9 = sin 71(2/). 

Aus diesen Gleichungen entnehmen wir, indem wk erst 
nur z und das davon abhängige ^ sich ändern lassen, 



dr = 



dz 



Lassen wir nur y und rj sich ändern, so kommt 

dr] =—^1— . 

' siniT(2/) sin il(;?;) 

Lassen wir endlich nur ^ und x sich ändern, so kommt 

d^ = dx , 
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[663] [Das Viereck zwiscfwn xwei Loten auf der xy -Ebene.] 
Es bleibt, um die neue geometrische, als Pangeometrie be- 
zeichnete Lehre zu ergänzen, welche auf neuen allgemeineren 
Gmndlagen als die gewöhnliche Geometrie beruht, nur noch 
übrig, die Dijfferentiale der Fläche einer krummen Oberfläche 
und des Rauminhalts einea beliebigen Körpers zu geben, aus- 
gedrückt mit Hülfe der Coordinaten, welche die Lage eines 
Punktes im Räume bestimmen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke von Neuem das Viereck, 
dessen Seiten q, y senkrecht stehen auf der dritten x und 
dessen vierte Seite c senkrecht auf y steht und mit a den 
Winkel cp bildet. [Vgl Fig. 12, Seite 38,] 

Wir haben gefanden (Gleichung 25) 

cos 71(2/) = cosiT(a) sin IT (a;) . 

Hieraus finden wir mit Hülfe der Gleichungen (10), (11), 
indem wir r die Diagonale nennen, die vom Scheitel des 
Winkels cp zum Scheitel des gegenüberliegenden rechten Winkels 
gezogen ist, und A den Winkel zwischen x und r 

cosiT(r) cos^ = cosiT(a;) 

cos^ tang/J(c) = tangiT(r) . 

Aus diesen beiden Gleichungen entnehmen wir 

cosiT(a:) tangiT(c) = siniT(r) . 
Aber 

siniT(r) = siniT(a) siniT(ir) 
und folglich 

tangiT(c) = siniT(a) tangiT(a;) . 

Wenn c und x so klein sind, dass man die höheren Po- 
tenzen gegen die niederen vernachlässigen und als ange- 
näherte Werthe von tangiT(c), tangi7(a;) die folgenden nehmen 
kann 

tanglTfc) = — ; tangiT(a:;) = - - , 

G X 

SO findet man 

(28) 



sin /I(a) 

Die Gerade c, welche die Enden von a und y verbindet, 
wird nicht senkrecht zu y sein, wenn a = 2/ in dem Viereck. 
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In diesem Falle wird die Gerade p, welche die Mitte von c 
mit der Mitte von x verbindet, zu c und zu x senkrecht sein. 
Wir können also in (28) c durch \€ und x durch \x ersetzen, 
was die Form dieser Gleichung nicht ändert. Sie ist so be- 
wiesen auch fttr den Fall a = y^ ein Fall, auf den der oben 
gegebene Beweis nicht unmittelbar anwendbar ist. 

[664] Die Flächeninhalte der gekrümmten Oberflächen haben 
als Maass die Summe der Dreiecksflächen, welche ein stetiges 
Netz bilden, dessen Ecken alle auf der Oberfläche gelegen 
sind. Dieses Maass wird um so genauer sein, je kleiner die 
Abmessungen dieser Dreiecke sein werden. 23] 

Die Grenze, der diese Summe sich unbegrenzt nähert, wenn 
die Abmessungen der Dreiecke unbegrenzt abnehmen und von 
der sie sich unterscheiden kann um eine Grösse, die kleiner 
ist als jede gegebene Grösse, wird der mathematische Werth 
des Flächeninhalts der Oberfläche genannt. Bestimmen wir 
zuerst den Flächeninhalt eines geradlinigen rechtwinkligen 
Dreiecks als Function der Seiten, die wir mit a, ft, c be- 
zeichnen werden, und nennen wir iT(a), n(ß), \7t die ent- 
sprechend gegenüberliegenden Winkel. 

[Inhalt des geradlinigen rechhainkligen Ih^eiecks, ausgedrückt 
durch die Seiten,] Wir haben [Seite 17] gesehen, dass man 
in einem solchen Dreieck für 

a , 6 , c , cf , ß 
die Strecken 

a, «', ß, b\ c 

entsprechend setzen kann. 

Ausserdem haben wir [Seite 23] gefunden, dass 

2n[h) = n[c + ß) + n[c ^ ß)', 

setzen wir in dieser Gleichung a' füT b, ß für c, und c füi* ß, 
so kommt 

7t — 2iT(a) = n{ß + c) + n{ß — c) 
oder 

2il(a) = n{c — /?) — n{c + ß) . 

Auf dieselbe Weise finden wir 

2n{ß) = n[c — a) — n[c + a) . 

Vertauscht man in dieser Gleichung die Buchstaben, wie es 
weiter oben gesagt worden ist, so wird man erhalten 

2iT(c) == n{ß — h') — n(ß + h') . 
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Auf dieselbe Weise hat man 

2 n{c) — n(a — a') — n[a + a') , 

woraus wir durch die oben angegebene Buchstabenvertauschung 
erhalten 

2n{ß) = n[v^ a'] — n[V+ a') . 

Auf dieselbe Weise hat man 

[665] indem wir die beiden letzten Gleichungen hinzufügen, 
finden wir 

2/T(a) + 2n[ß) = 71 — 2n(a'+ V) , 

danach ist der Flächeninhalt des Dreiecks J durch den fol- 
genden Ausdruck gegeben: 

J = \7t- II[a) - n{ß) = n[a'+b') 

und folglich 

tang ^z/ = e-«' e'^' = tang(| 7t - ^n[a)) tang(|7r -^n(b)) , 

woraus wir endlich entnehmen 

c« _ 1 e^ _ 1 



tang^^ = 



e« + 1 • e6 + 1 



Wenn a und b sehr klein sind, so dass man die höheren 
Potenzen von q, l und J vernachlässigen kann, so giebt diese 
Formel 

J =^\ab 

wie in der gewöhnlichen Geometrie. [Anwendung auf dm 
schiefioinklige Dreieck,] Man weiss, dass man immer in jedem 
beliebigen geradlinigen Dreieck die Seite c so wählen kann, 
dass das vom Scheitel des gegenüberliegenden Winkels C auf 
die Richtung dieser Geraden gefällte Lot auf e selbst fällt 
und nicht auf ihre Verlängerung; dieses Lot theilt die Seite r 
in zwei Theile, von denen der eine x dem Winkel A anliegt, 
der andere c — x dem Winkel B, Der Flächeninhalt S dieses 
Dreiecks wird gleich sein der Summe der Flächen der beiden 
rechtwinkligen Dreiecke, die durch dieses Lot h gebildet 
werden, und wird durch die Gleichung gegeben sein 
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e^— 1 6^ --1 6^-^ — 1 6^—1 

tang-26— e^^i e<-^- - 1 / g^ - 1 \' ' 

6^ + 1 * ßC— o; ^ 1 \e'^ + 1/ 

eine Gleichung, der man die Form geben kann 24) 

. .. {e^^-l){e^^l) . 

tang^o _ ^^^ _^ ^^.^^^ ^^^ _^ ^^, __^ 2^^^^^ __ ^^ ^^,._^ _ ^j, 

diese Formel giebt, wenn man die höheren Potenzen von S, 
Ä, c [und x] den niederen gegenüber vernachlässigt, 

[666] wie in der gewöhnlichen Geometi'ie. 

[Inhalt des geradlinigen Dreiecks^ aitsgedrückt durch die 
Seiten.] Wir haben gesehen, dass der Ausdruck der Fläche 
dieses Dreiecks als Function der drei Winkel war 

Nehmen wir den Werth A als Function von a^ b^ c aus 
der zweiten der Gleichungen (19). 
Das giebt die Gleichung 

___ siniT(^;) siniT(c) 



siniTfa 



cos /I(Z?) cos il(c) ' 
woraus folgt 

i . rTfi.\ TTf \ 8iniT(^>) siniT(c) 

1 + cos nib) cosiTfc) ; Vr/ ^ 

« • - . siniT(a) 

2 COS*i^ = T^TT. T77-^ — ' 

^ cosJI(i^)eosiI(c) 

Setzen wir in dieser Formel an Stelle von 

l + cosiT(&)cosiT(c) 
seinen Werth 

sinJT(&)sini7(c) 
siniT(6 + c) ' 

so nimmt sie die Gestalt an 

2 cos*^^ = taug iI(Z>) tangil(c) i . ^^^ , , - -v-^j-, 

auf dieselbe Weise findet man 



Digitized by 



Google 



62 N. J. Lobatschefskij. 

— 2 sin^A = tangiT(5) tangiT(c) l-T-ry^, : — , i-, j ; 

^ e V / o \ / (gin jj^^ _ ^j siniT(a)) 

aus diesen beiden Formeln leiten wir ab 

smM = tang' JI(^) tang'iT(c) j ,^. jj ^,^ J,,. jj ^,^ 

+ ^ L_| 



siniT(a) sinil{5j siniZ(c) sin* il(a 
oder 

-li- 



sin IT (a) sin 11 (b) sin il [c) 
Betzt man znr Abkürzung 






+ 



sin*iT(a) sin*il(fe) sin*il(c) ' sin iT(a) sin il(ft) sin 77/^ 
so hat man 

(29) sin^ = tangilfZ?) taug JI(c) P . 

[667] Man kann P auch die folgende Form geben: 

P* = 2 jl + g.j^^. . j jl + ^^jm\ jl + sinii(^)j 



- 1 + ::. 



sinil(a) "'" sin/T (&) "^ sinil(c)( 



die in Bezug auf a, b, c symmetrisch ist. 

Geht man von der Gleichung (29) aus und betrachtet man 
darin P als eine unbestimmte Grösse, so kann man auf fol- 
gende Weise finden, dass P eine in Bezug auf a, b, c sym- 
metrische Function sein muss. 

Multipliciren wir die Gleichung (29) mit tangiT(a), setzen 
wir darin für sin^ tangil(a) seinen Werth sin J9 tang 7T(Z>)j 
der aus der Gleichung (13) entnommen ist, und theilen wir 
danach mit tangiT(Z>), so wird kommen 

sinJ9 i= tangil(a) tangiT(c) P, 

Multipliciren wir diese letzte Gleichung mit tangil(fe), setzen 
wir hier für sinP tang/Z(ft) seinen Werth sinCtangi7(c), der 



Digitized by 



Google 



Pangeometrie. 63 

ans der Gleichung (13) entnommen ist, und theilen wir danach 
mit tangiT(c), so werden wir haben 

sin (7 = tangiT(a) tang/T(Z>) P, 

das beweist, dass P eine symmetrische Function der Seiten 
a, hj c ist. 

Wir haben schon [Seite 29] gefunden 

sin JI (6) sin J7(p) 

siniT(a) 
cos^ = 



cosn{b) cosiT(c) 
oder, was dasselbe ist 

cos^ = tangi7(ft) tang/T(c) . ^,,, , ^, . . j^. \ \ 

^ ^ ' o V / (sm il(ft) sinil(c) siniT(a)) 

auf dieselbe Weise findet man 

cos-B = tangiT(c) tangiT(a) . tt/ \ - m \ ■ tt(A 

"^ ^ ' ^ ^ ^ hmIl[c)^mTl[a) sin il (6)1 

cosC = tangiT(a) tang il(6j j > rr/ \ - tt/m . rr/ \ * 

^' ° Msin il(a) smiT (6) smiT(c)) 

[668] Aus diesen Werthen von sin^, cos^, sin-B, cos 5 
leiten wir ab 

sin(^ -(- 5) = sin^ eosJ9 + cos^ sin 5 
= tangiT(.)tang^iT(.) tangilWP. I ^,^^^,/,,^,,^^^ - ^^ 

+ tang'iT(c) tangiT(a) tangiT(.)P. j^-^^5^^ 

= tgiT(a) tgiI(^>)tg'/T(c)P. \-v\r-s + '^\iiA 1-^/77 ^ - ^i 
^ ^ ' ^ ' (smiT(a) smiT(ö)) (siniZ(c) ) 

und endlich 

,. ____ tangJI(a)tangJT(&)P J 

■ ~ ~iiT(a) "^ sin/Z(^>)i 



^ (1 , ^ (smiT(a sm/Z(^> 1 



+ 1 



( sin iJ(c 
Die dritte Gleichung (19) giebt 

C0S.4 + co3(^ + C) = sin^sinCJ -— - ^. — ij . 

^ ^ (smii a) j 
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Setzen wir in diese Gleichung an Stelle von sinJ9, sinC 
ihre aus Gleichung (29) entnommenen Werthe, so wird sie 
geben 

C08(5 + (7j = -C08^ + tgJI{c)tg*jr(«)tg/J(6)P»j^j^-lj 

oder, was dasselbe ist, 

,^ , ^s . . tang 77 (6) tang TT {c)P« 
cos(5 + C) = — C0S.4 H ^ — ^^ 5 — L! 

sin JI(a) + ^ 
Mit Hülfe der vorausgehenden Formeln finden wir 
cos(^ 4-^ + = cosJ[ eos(ß+ C) — sin^ sin(5 + C) 
_ coa^l I t g^^(^^)tg^/TWP^ i 1 ^ _ 1 



siniT(a) 
tang*iI(6)tang«iT(c)P* 



.sini/(^>)sin7r(c) sinJT(a)j 



_1 (sin/J(Z>) ' siniT(c] 

si^il]^"*" 

2co^mÄ + B + C) 



1 . , Isi 



, sin JI (5) sin iT(c) sin JI(a)( 



+ 



sin IT (a^ 
tang^JI(&)tang'-JI(c)P- ( 1 1 | 

1 1 sin n{b) "^ sin n{c) ] ' 

siniT(a) "^ 

[669] 2 cos* 4 (JL + P + C) = tang* n{b) tang»iT(c) P* 

t g'iI(^^)tg*iT(c)P^- j 1 1 1 l__j 

^1 jsiniT(5jsiniT(c) siniT(aj siniI(Z>) sinir(c)i 

siniT(a)"'" 



^t g*iT(fc)tgVZMP' ( 1 1 ^ 11? 

1 (siniT(^>)sin/7(c) 8iniT(&) sin IT (c)"*" ) 

sin JI(a)"^ 



n{e} 
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Aber es ist bewiesen, dass die Fläche des Dreiecks ^ as tt 
— ^ — J? — (7, folglich 

J 1 

sin — = ^ tÄngiT(a) tangiT(6j tang/T(c) F 

^ ^ lsin/r(a) "■ ^)lsin/T(fc) "" ^/(sinilfc) "* ^) * 

Wenn a, ^, c sehr klein sind, so dass man mit hinreichender 
Annäherung setzen kann 



8miT(a) ' ^ ' amir(6) 

^=1+^; t«.giI(a)==i-(l-K) 

tangJI(6) = y (1 - i6*) ; tangJT(c) = ^ (1 - ic») , 
SO wird kommen 25) 



sinjz/ = iy2(a*6* + 6*c* + c*a*) — (a* + «>* + c*) 
oder, indem man die höheren Potenzen von J vernachlässigt. 



z/ = I V2(a«5« + ^*c* + c^a^) — (a* + 6* + c') . 

[Oh€rflmh£mlement in reehtivinkligen Coordmaten,] Bestimmen 
wir die Lage eines Punktes im Räume durch drei rechtwinklige 
Coordinaten: z das Lot auf der a;^/- Ebene, y das vom Fuss- 
punkte von z auf die a;-Axe gefällte Lot und x den Theil der 
Axe zwischen dem Coordinatenanfang und dem Fusspunkte 
von y. Nehmen wir auf der gekrümmten Fläche, deren [670] 
Oberflächenelement bestimmt werden soll, drei Funkte und 
seien die Coordinaten des ersten Punktes x^ y, Zj die Coordi- 
naten des zweiten Punktes 

x-{-dXj y^ z-\-l—\dx 

nnd die Coordinaten des dritten Punktes 

Xj y + dy, z+^-^^dy. 

Nennen wir t den Abstand zwischen den beiden Loten zur 
a;~Axe, die gleich y sind und zwischen sich einen Theil dx 

0stwald*8 Klassiker. 130. 5 
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dieser Axe enthalten. Indem man dx^ dy unendlich klein 
annimmt, werden wir in Folge der Gleichung (28) haben 

dx 

~ sin il (2/) * 

Der Abstand der beiden ersten Punkte, genommen auf der 
gekrümmten Oberfläche, bildet ein Dreieck mit den Geraden, 
deren Längen sind: 2«) 

dx Idx\ 

sin il (2/) 8iniT(;s;) ' \dxl 

Wir können dieses Dreieck wegen der Kleinheit seiner Seiten 
als ein Dreieck betrachten, dessen Hypotenuse der Abstand 
zwischen den beiden ersten Punkten, genommen auf der Ober- 
fläche ist. Wir werden also als Quadrat des Abstandes haben 

\sm*n{y) am*n{x) ^ \dxj 

Aaf dieselbe Weise finden wir fttr das Quadrat des Abstandes 
des ersten Punktes 'vom dritten 



I dx . 



^y* Uv?n[z) + fe) 



nnd fflr den Abstand des zweiten Punktes vom dritten 
dx* 



^i+Kg)*-©-!' 



8in*iT(2/) sin*iT(;:;) sin' 

Die Fläche des Dreiecks, dessen Seiten die Abstände des 
ersten Punktes genommen auf der Oberfläche vom zweiten, 
des zweiten vom dritten und des dritten vom ersten sind, 
und dessen Winkelsumme merklich gleich tt sein wird wegen 
[671] der Kleinheit der Seiten, wird in Folge der weiter oben 
[Seite 6S\ bewiesenen Formel und der Werthe, die wir für die 
Quadrate der Seiten gefunden haben, sein 27) 



d'^S 



)y \dxJ^Bm'n(y)\dyl 



dx dy 2 smn(x) ^ \dxj ^ sin* n(y) \dyl ^ sin*il(2/) sin«iT(;?;) ' 

welches das Flächenelement für die gekrümmte Oberfläche ist, 
deren Gleichung lautet 

% = f{x, y) . 
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i \ 

[Ktigeloberfläche,] Wenden wir diesen Ausdruck auf eine 
Kugel vom Radius r an. Wenn der Coordinatenanfang im 
Mittelpunkte der Kugel ist, so wird die Gleichung der Kugel 
geben : 

(dzX cosiT(a;) 



cosiI(;i;)" 
cos n{y) 



idz\ _ __ 

\dyl cos TT (^) 

und folglich 

cosJT(r) 8in/T(y) sin*iT(a;) _ d^S 

sin*iT (r) l/sin*il(a;) sin*iT(2/) — sin*il(r) ~dn{x)dn{yy 

Multipliciren wir mit dTI{y) und integriren wir von sin 11(2/) 

— bis JI(y) z=z ^7t^ so wird kommen: 



siniT(x) 



dS c, TTf ^ cosil(r) 



dn[x) ' ' sin* il(r) 



Multipliciren wir noch mit dTI[x) und integriren bis 

iT(ir) = I^TT so werden wir haben: 

^^ 27r coslT(r) cosiT(a:) 



sin*iT(r) ' 

was die Fläche des Kugelabschnittes zwischen zwei Ebenen 
senkrecht zu einem und demselben Radius ist, von denen die 
eine durch den Mittelpunkt der Kugel geht und die andere die 
die Entfernung x vom Mittelpunkte hat. Um die Oberfläche der 
ganzen Kugel zu erhalten, muss man in dieser Formel x=^r 
setzen und das Resultat verdoppeln. Auf diese Weise erhält 
man für den Inhalt der Fläche der ganzen Kugel den Aus- 
druck 

47rcotg'iI(r) 
oder 

wenn r so klein ist, dass man die höheren Potenzen von r 
vernachlässigen kann, reducirt sich dieser Ausdruck auf 

47rr* 

wie in der gewöhnlichen Geometrie. ; , 

5* 
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[878] [Neue Coordinakn.] Setien wir 

cosi// ^ taiigiT(r) cot;giT(y) 
C08il(a;) = C08il(r) sini// sinqp 

und führen wir die neuen Yeränderliehen ip, (p «n Stelle von 
Xj yia den Ausdruck des Elementes der Oberfläche der Engel 
vom Kadius r ein, welchen wir kennen gelernt haben. 
Wir finden 28) 

d*S _ ^ cos*/T(r) sin (/; y 1 — cos*J7(r) sin* ip sin'y 
dip d(p siniT(r) 1 — cos*iT(r) sin* ip 

Multipliciren wir diese Gleichung mit S dip dq> und 2^) inte- 
griren von i/; = an bis i/; = ^tt, dann von qp = bis 
g) zss ^7t^ was uns die Oberfläche der ganzen Kugel geben 
wird. Indem man diesen Ausdruck für die Oberfläche der 
ganzen Kugel dem Ausdrucke derselben Oberfläche, den wir 
weiter oben [Seite 67] gefunden haben, gleichsetzen, schliessen 
wir, dass^®) 

,^^, 7t n^ , n^l sini// V 1— cos*/T(r)sinVsinV 

^^^^ 2^W) =-/o ^^X '^ l^cos*/T(r)Bin> " 

Wenn wir mit E[a) das elliptische Integral bezeichnen 

E{a) = l rfyVl — a»sin*f/), 

wo a die Constante ist, die sich unter dem Integralzeichen 
befindet, so haben wir 3^) 



Tta /*« xdxE[x) 

'iniT(r) ~*/o (1 -. x") V^*"^Ilc« 



2 sin TT (r) */o (i _ x*) 

Indem man im Integral (30) ^n — -ß an Stelle von iT(r) 
setzt, kommt 



j r^"^ r^^ d%p d(p ^mxf) slmR 

Jq «^ Vi — sin* \p sin* q) sin* 



R 



Führen wir die Integration in Bezug auf \p innerhalb der 
angegebenen Grenzen aus, so finden wir 

T» r^"^ ^^P 't /l + sincpsinÄX 
7tR—l -:-^loghi . ^ . p ), 
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was, wenn man 77 (x) an Stelle von ^ setit, die Fonn an- 
nimmt 

^B=J^dx log l.a:+^_2e^smR \ ' 

[673] Die Integration nach Theilen fahrt diese Gleichung 
zurück auf 

Fflr Rs= ^7c fpieht diese Gleiohmig 

e'xdx 






e'^-l 

Es ist leicht zu beweisen, dass die Gleichung (31) richtig 
bleibt, selbst wenn man an Stelle von cos 22 eine Zahl setzt, 
die grösser ist als die Einheit. 

In der That hat man 



p7\ 

Ja 



rfi//logcotg|^i// = 0, 
woraus folgt, dass für jede Zahl a 

7t 

dip \o%[e^ cotg \\p) = an . 

Transformiren wir dieses Integral, indem wir e^'cotg^i// = e^ 
setzen, so wird kommen 






/ 



xdx 



Man kann dieser Gleichung leicht die folgende Form geben 
p^ (e^^e-^)xdx _ / Tta \ 

von wo man zurückkommt auf die Gleichung (31), indem man a 
durch a V — 1 ersetzt. 

[Ormxkreiscoordmatm xur Bestimmimg des Baitmelements.] 
Wenn wir als Coordinaten Bögen von Grenzkreisen nehmen, ^2) 
von denen der eine ^ in der Ebene gelegen ist, welche durch 
das vom Punkte auf die xy -Ebene gefällte Lot und durch 
die Parallele zur x-Axe geht, welche durch den Fusspnnkt 



Digitized by 



Google 



70 N. J. Lobatschefskij. 

des Lotes geht und diese Parallele zur Axe hat, der andere rj 
in der xi/- Ebene gelegen ist, die x-Axe zur Axe hat und 
durch den Fusspunkt 7on ^ geht, und wenn wir als dritte 
Coordinate den Theil ^ der 2;- Axe nehmen, der zwischen dem 
Coordinatenanfang und dem Scheitel des zweiten Bogens liegt, 
[vgl Fig. 18, Seite 5T\ so muss das Element des Volumens P 
sein d^ drj dC. 
Man hat also 

d'P=dSdrid^. 

[674] Setzen wir noch ^ = cotgiI(;t), wo x das vom ge- 
gebenen Punkte auf die xi/- Ebene gefällte Lot ist, so werden 
wir haben 33j 

d'P _ 1 

d§ drj dC siniT(;i;) 

Aus der Gleichung des Grenzkreises entnehmen wir [Seite 33\ 

CP = siniT(») , 

wo p den Abstand des Schnittpunktes des Bogens C mit der 
ojiz-Ebene vom Fusspunkte des Lotes x bezeichnet. Indem 
man bemerkt, dass man zu Folge der Gleichung des Grenz- 
kreises und des Werthes des Bogens des Grenzkreises als 
Function der Ordinate [Seite 35, Oleichimg 22] hat 

e~P = cotgiT(2/) = i^e"P 

eS-^ = min{x) siniT(2/) , 
so findet man 

dri 1 ^ —d^' 

dy sin iT(2/) sin il(;&)' ^ ^' 

woraus folgt, dass 

d'^P 1 



dx dy dx sin TI[y) sin* n[x) 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dx und integrirt in 
Bezug auf a; von a: = an, so finden wir 

d^P _ X 

dy dx siniT(2/) 9\s)}n[x) ' 

indem man denselben Ausdruck mit dy multiplicirt und integrirt 
in Bezug auf y von ^ = an 
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dx dz siii*iT(ajj ' 

und endlich, indem man mit dz multiplicirt und integrirt in 
Bezug auf z von ä = an 



d^P 



dx dy S sin n{y) 



[e«^ + e-«^ + 4^]. 



[Kugelinhalt.] Multiplicirt man den vorletzten dieser Aus- 
drücke mit dx dZj integrirt zuerst in Bezug auf z von z = 
an bis zu dem Werthe «, der aus der Gleichung 

sin IT (r) = siniT(a;) siniT{;?;) 

[675] entnommen ist, und dann in Bezug auf x von x = 
bis 03 = r, und multiplicirt man das Ergebniss mit 8 , um den 
Eauminhalt der ganzen Kugel zu haben, so wird man den 
Rauminhalt der ganzen Kugel = ^Trfe*** — e""**^ — 4r) finden, 
was für sehr kleines r giebt ^7tr^, wie in der gewöhnlichen 
Geometrie. 

[Eaimielement in Polarcoordinaten.] Sei, um das Raum- 
element in Polarcoordinaten auszudrücken [Fig. 19], r der Ab- 
stand des Coordinatenanfangs von einem Raumpunkte, dessen 
rechtwinklige Coordinaten 
x^ y, z sind. Nennen wir q x-Axe 

die Gerade, die in der xy- 
Ebene vom Coordinatenan- 
fang zum Fusspunkte von z 
gezogen ist, d-^^) den Winkel 
zwischen r und q, w den 
Winkel zwischen q und der 
positiven aj-Axe. 

Setzen wir noch Tl[x] 
=X, n{y) = Y, n{z) = Z, 
n{r)=E, n{q)=Q. Ziehen 
wir eine Ebene senkrecht 
zur ;?;-Axe, welche durch den gegebenen Punkt geht. Es sei r' 
die in dieser Ebene vom gegebenen Punkte nach der ;?;-Axe 
gezogene Gerade und wir setzen noch /T(r') = R'. Construiren 
wir endlich eine Kugel vom Radius r, deren Mittelpunkt mit 
dem Coordinatenanfang zusammenfällt. Die xy-Ehene wird 
diese Kugel in einem grössten Kreise vom Radius r schneiden, 




-yLAjCB 



/xzAxe. 



Fig. 19. 
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dessen Umfang nach dem, was weiter oben [Seite 34] bewiesen 
worden ist, gleich sein wird 

27rcotg-R, 

der Theil des Umfanges, welcher zwischen zwei Ebenen ein- 
geschlossen ist, die alle beide dnrch die x-Axe gehen und gegen 
einander nnter dem Winkel ai geneigt sind, mnss sein 

cocotgjR. 

Der Umfang des Kreises^ den der Schnitt derselben Kugel 
mit der Ebene, die durch den gegebenen Punkt geht und 
senkrecht zur x-Axe ist, wird gleich sein 

2 TT COtgjR' 

und der Theil dieses Umfanges, der durch die beiden durch 
die z-Axe gehenden, gegen einander unter dem Winkel w ge- 
neigten Ebenen gebildet wird, muss sein 

(o eotgjR'. 

Der Zuwachs dieses letzten Bogens, welcher durch den 
Zuwachs du) des Winkels cj erzeugt wird, muss sein 

dcoeotgR'. 

Das Dreieck, dessen Hypotenuse r, dessen eine Kathete r 
mit dem gegenüberliegenden Winkel ^tv — ^ ist, giebt (nach 
Gleichung 13) 

tangi^' cos d- = tangJ? , 
woraus folgt, dass 

dco cotgi?' = du) cos^ cotgÄ . 

[676] Der Umfang des Kreises, welcher der Schnitt derselben 
Kugel mit einer durch die z-Axe gelegten Ebene ist, ist gleich 

2 7r cotg-R, 

und der Bogen dieses Kreises, welcher dem Winkel & im 
Mittelpunkte entspricht, muss sein 

^cotgÄ, 

woraus folgt, dass der Zuwachs dieses Bogens, der einem Zu- 
wachs dd" des Winkels ^ entspricht, sein muss 

dd-cot^R. 
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Wenn jeder Zuwachs unendlich klein wird, so wird das 
Volumenelement wie in der gewöhnlichen Oeometrie ausgedrftckt 
durch das Prodnct der drei zu einander senkrechten Strecken 

dr, dcjcos&GotgR, dd-eot^R^ 

weil es als ein Prisma betrachtet werden kann; man wird 
also den folgenden Ausdruck des Raumelements in Polar- 
coordinaten erhalten 

dr d(ü d& cos^ cotg*^ = d^P , 

oder, indem man für cotg^^ seinen Werth in r einsetzt, 

/i»P = t(/rrfw(i^cos^(e^— e-**)*. 

Indem man zuerst in Bezug auf r von r = an integrirt, 
kommt 3*) 

d^P = ^dtü d^ cos;^(e«^— e-*^-« 4r) . 

[Kiigelinhalt] Für die Kugel, deren Mittelpunkt im Coor- 
dinatenanfang ist, hängt r nicht von ^ und co ab. Indem 
man in Bezug auf ta von oi = bis co = 27t und in Bezug 
auf ^ von x^ = bis ^ = ^tt integrirt, und indem man das 
Kesultat verdoppelt, kommt für den Rauminhalt der ganzen 
Ki^el i/rfe*^— e""*^ — 4r) wie weiter oben [Seite 71], 

[Orenxkugdsector.] Nehmen wir jetzt einen Theil S der 
Oberfläche der Grenzkugel, der eingeschlossen ist durch eine 
in sich zurücklaufende Randcurve, ziehen wir durch die ver- 
schiedenen Punkte dieser Randcurve Gerade, die zur Axe 
parallel sind, so werden diese eine Fläche bilden, die wir 
nach Analogie conisch nennen, und die sich unbegrenzt nach 
l>eiden Seiten erstreckt, von der wir aber nur den auf der 
Seite des Parallelismus der Axen der Grenzkugel gelegenen 
Theil betrachten. Es sei S' der Theil einer zweiten Grenz- 
kugel, deren Axen denen der ersten parallel sind, und im 
selben Sinne gerichtet, und zwar soll es der im Innern der 
conischen Fläche gelegene TheU sein. S, S' und der Theil 
der [677] conischen Fläche, der zwischen den beiden Grenz- 
kugeln gelegen ist, schliessen einen in jeder Beziehung ^^) 
endlichen Rauminhalt ein, den wir zu bestimmen uns vor- 
nehmen. Nennen wir c den Theil einer Axe der beiden Grenz- 
kugeln, welcher zwischen ihnen eingeschlossen ist, tragen wir 
eine Länge gleich c mehrfach ab auf einer der Axen der 
ersten Grenzkugel, welche durch einen Punkt der Randcurve 
von S geht, und zwar von dem Punkte an, wo die Axe iS' 
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durchbohrt, und legen wir durch die Theilpunkte Grenzkngeln, 
deren Axen den Axen der beiden ersten gleichsinnig parallel 
sind. Seien S'\ S'" u. s. w. die Theile dieser aufeinander- 
folgenden Grenzkngeln, welche von der conischen Fläche be- 
grenzt werden. Es folgt leicht ans dem, was weiter oben 
[Seite 11] in Bezng auf die Grenzkreisbogen bewiesen worden 
ist, die wie die jetzt betrachteten Theile einer Grenzkngel 
gelegen sind, dass man immer haben wird 

S' = 5e-*^ 
S" = Se-'<' 
S"'= S'e"^^ u. s. w. 

Nennen wir ebenso P, P', P", P'" n. s. w. die Räume, 
die durch die conische Fläche zwischen S und «S', zwischen 
S' und S" u. s. w. begrenzt wird, und lenken wir unsere Auf- 
merksamkeit darauf, dass die Räume P, P', P" u. s. w. den 
Flächen 5, 5', S" u. s.w. proportional sein müssen. [VgL 
Seite IL] 

Wir müssen also haben 

P=CS, 
wo C eine Function von c allein ist; es folgt daraus, dass 
P' = CS' = GSe"^^ 
P"= CS"= CSe-*^ u. s.w. 

PC 

Die Summe ^PW wird also der Raum sein, der von 
u 
der conischen Fläche begrenzt wird, deren Grundfläche S ist 
und die unbegrenzt verlängert wird nach der Seite des Par- 
allelismus der erzeugenden Geraden hin. Sei K dieser Raum, 
so werden wir haben 

Diese Grösse darf nicht von c abhängen, was fordert, dass 
man hat 

wo A eine absolute Zahl ist, und da die Raumeinheit will- 
kürlich ist, werden wir nehmen 

(7 = i(l-e-*^) 
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zu dem Zwecke, dass der Rauminhalt P, der 

[678] ist, den Werth P = cS erhält, wenn c unendlich klein 
ist, ein Ausdruck, der zusammenfällt mit dem Ausdrucke für 
den Rauminhalt eines Prismas von der Grundfläche S und der 
Höhe G in der gewöhnliehen Geometrie. Man kaon noch als 
Raumelement den Rauminhalt nehmen, der innerhalb einer 
conischen Fläche liegt, welche durch die Axen der Oberfläche 
einer Grenzkugel gebildet wird, die gelegt sind durch alle 
Punkte des Randes eines in jeder Beziehung ^^j unendlich 
kleinen Theiles der Fläche. 

Die grosse Zahl der verschiedenen Ausdrücke für das 
Element derselben geometrischen Grösse giebt Mittel zur Ver- 
gleichung von Integralen, Mittel die in der Lehre von den 
bestimmten Integralen besonders nützlich sind. 



§ 8. Rttckblick. 

Nachdem wir im Vorausgehenden gezeigt haben, auf welche 
Weise man die Länge der gekiHmmten Linien, den Flächen- 
inhalt der Oberflächen und den Rauminhalt der Körper be- 
rechnen kann, dürfen wir behaupten, dass die Pangeometrie 
eine abgeschlossene geometrische Lehre ist. Ein einziger Blick 
auf die Gleichungen (19), welche die zwischen den Seiten und 
den Winkeln geradliniger Dreiecke bestehende Abhängigkeit 
ausdrücken, genügt, um zu beweisen, dass die Pangeometrie 
von hier an eine analytische Methode wird, welche die ana- 
lytischen Methoden der gewöhnlichen Geometrie ersetzt und 
erweitert. Man könnte die Auseinandersetzung der Pangeo- 
metrie mit den Gleichungen (19) beginnen und selbst ver- 
suchen, an Stelle dieser Gleichungen andere zu setzen, welche 
die Abhängigkeit zwischen den Seiten und den Winkeln jedes 
geradlinigen Dreiecks ausdrücken würden; aber in diesem letzten 
Falle müsste man beweisen, dass diese neuen Gleichungen mit 
den Grundbegriffen der Geometrie übereinstimmen 3®). Die Glei- 
chnngen (19) aber, die aus den Grundbegriffen abgeleitet sind, 
stimmen also nothwendig mit ihnen überein, und alle Glei- 
chungen, die man an ihre Stelle setzen wollte, müssen, wenn 
sie keine Folge der Gleichungen (19) sind, auf Ergebnisse 
führen, die diesen Begriffen widersprechen. Die Gleichungen (19) 
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sind also die Onindlage der aUgemeinsten Geometrie, weil sie 
nicht von der Yoranssetzong abhftngen, dass die Summe der 
drei Winkel jedes geradlinigen Dreiecks zwei rechten Winkeln 
gleich ist 



§ 9. Olli in unserm Räume die Pangeometrie? 

[Dreiecksmessungen.] Die Pangeometrie, welche auf be- 
stimmte Grundlagen gegründet ist, und die in dem Voraus- 
gehenden entwickelt worden ist, giebt, wie man gesehen hat, 
Methoden, welche geeignet sind, den Werth verschiedener 
geometrischer Gr($ssen zu berechnen, und beweist zu gleicher 
Zeit, dass die Annahme, dass der Werth der Summe der drei 
Winkel jedes geradlinigen Dreiecks constant ist, eine Annahme, 
die ausdrücklich oder versteckt in der gewöhnlichen Geometrie 
gemacht wird, keine nothwendige Folge unserer Begriffe vom 
Räume ist. Nur die Erfahrung kann die Wahrheit dieser 
Annahme bestätigen, z. B. die wirkliche Messung von den drei 
Winkeln eines geradlinigen Dreiecks, eine Messung, die auf 
sehr verschiedene Art vorgenommen werden kann. Man kann 
[679] die drei Winkel eines geradlinigen Dreiecks auf einer 
künsüichen Ebene messen, oder die drei Winkel eines gerad- 
linigen Dreiecks im Räume. 3») In diesem letzteren Falle wird 
man die Dreiecke bevorzugen müssen, deren Seiten sehr gross 
sind, weil nach der Pangeometrie der Unterschied zwischen zwei 
rechten Winkeln und der Summe von drei Winkeln eines gerad- 
linigen Dreiecks um so grösser wird, je grösser die Seiten sind. 

[Probe durch Kreistheüu/ng,] Sei r der Halbmesser eines 
Kreises, Ä ein Winkel im Mittelpunkte, dessen Seiten einen 
Bogen umfassen, der von einer Sehne gleich r überspannt wird. 
Nennen wir p das vom Mittelpunkte dieses Kreises auf die 
Sehne gefällte Lot, welche durch den Fusspunkt des Lotes in 
zwei gleiche Theile zerlegt wird. Betrachten wir eines der 
beiden rechtwinkligen Dreiecke, die von diesem Lote, den zu 
beiden Seiten des Winkels Ä liegenden Halbmessern und der 
Sehne gebildet werden, ein Dreieck, dessen Hypotenuse r und 
dessen Katheten ^r und p sein werden. 

Nach der allgemeinen Gleichung (13) wird man in diesem 
Dreieck haben 

sin ^^ taug TT (^r) = tang JT(r) , 
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eine Oleichnng die, zusammengesetzt mit der identischen Glei- 
ehnng 

tangil r) = 'f, , 

^ ^^ 2 cos il(ir) 

ergiebt 

sin^uä = | sin il(|r). 

In der gewöhnlichen Geometrie hat man 

Nehmen wir an, dass die wirkliche Messung ergebt 

2 7t 



Ä = 

wo K eine positive Zahl ist. 
Man wird also haben müssen 



K' 



sm 



(efj^) = isiuil(ir) 



Wenn r und K gegeben sind, kann man aus dieser Gleichung 
den Werth von n[^r) entnehmen, mit Hülfe dessen man den 
Parallelwinkel n[x) für jede Strecke x bestimmen kann. Die 
Abstände zwischen den Himmelskörpern geben uns das Mittel, 
Winkel von Dreiecken mit sehr grossen Seiten zu beobachten. 

[Bestmi/mimg von n[x) aus Fixstembeobachttmgen,y^) Sei a 
die geocentrische [680] Breite eines Fixsterns zu einer be- 
stimmten Epoche, und ß eine andere Breite des- 
selben Fixsternes, eine Breite, die einer Epoche 
entspricht, wo die Erde sich von Neuem in der 
Ebene senkrecht zur Ekliptik befindet, die durch 
die erste Stellung gelegt ist (d. h. die Stellung, 
wo die Breite des Sternes a war); sei 2a der 
Abstand zwischen diesen beiden Lagen der Erde 
und ö der Winkel, unter dem der Abstand 2 a 
vom Stern aus erscheint. [Fig, 20,] _,. ^ 

Wenn die Winkel a, ß^ d nicht der Beziehung ^^' 

genügen 

a = ß + d, 

so wird das ein Zeichen sein, dass die Summe der drei Winkel 
sich von zwei rechten Winkeln unterscheidet. 
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Man kann den Stern so wählen^ dass d gleich Null ist, 
und man wird immer annehmen können, dass es eine Linie x 
giebt, so dass 

n{x) = a . 

Wenn (J = 0, so können die Geraden, die von den beiden 
Stellungen der Erde zum Stern gezogen sind, parallel ange- 
nommen werden, und folglich wird man haben müssen 

ß= n{x+ 2a), 

woraus nach dem, was weiter oben [Seite 24] bewiesen ist, 
folgt, dass 

tang^a = e~"'^ 

tangi/? = e-^-*«. 

Jedesmal, wenn die Beobachtung für einen Stern, in Bezug 
auf welchen der mit ö bezeichnete Winkel Null ist, zwei ver- 
schiedene Winkel a, ß geben wird, werden die beiden letzten 
Gleichungen x und a ausgedrückt durch die in der Pangeometrie 
als Einheit genommene Strecke ergeben. Hat man so die 
Linie x, welche einem Parallelwinkel 11 [x) entspricht, so wird 
man den Parallelwinkel 11 (y) für jede gegebene Strecke y 
berechnen können. 
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Anmerkungen. 



1. Die Entdecker der nichtenklidischen Geometrie. 

Die nichteuklidische Geometrie stellt sich die Auf- 
gabe, zu untersuchen, wie sich die Lehrsätze der gewöhnlichen 
(euklidischen) Geometrie abändern, wenn man die Annahme 
fallen lässt, dass es durch einen Punkt ausserhalb einer Ge- 
raden in der durch den Punkt und die Gerade gebildeten 
Ebene nur eine einzige Gerade giebt, welche die erste Gerade 
nicht schneidet. (Diese Gerade heisst dann die Parallele 
zur ersten Geraden.) Während dieses Axiom lange Zeit hin- 
durch nicht angezweifelt worden ist, hat man die genannte 
Aufgabe erst seit dem Anfang des neunzehnten Jahrhunderts 
ernsthaft in Angiiff genommen. Sind auch schon früher An- 
sätze gemacht worden, die Folgerungen zu untersuchen, die 
sich ergeben, wenn man das Parallelenaxiom fallen lässt ^ so 
ist dies doch fast ausnahmslos nur geschehen, um den Euklid 
>von allen Flecken zu befreien« und die Geometrie, welche 
auf das Parallelenaxiom verzichtet, ad absurdum zu führen. 
(Vgl. : Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Oams, 
eine Urkundensammlung zur Geschichte der nichteuklidischen 
Geometrie. In Gemeinschaft mit F. Engel herausgegeben von 
P. Stäche^ Leipzig 1895). Erst Gauss hat die Geometrie ohne 
Parallelenaxiom, oder die nichteuklidische Geometrie ausge- 
bildet, allerdings nur für sich, ohne jemals daiüber etwas zu 
veröffentlichen. Dagegen hat er mehrfach Kritiken über (ver- 
meintliche) Beweise des Parallelenaxioms veröffentlicht, auch 
in Briefen von seinen eigenen Untersuchungen gesprochen. 
[Vgl: Werke von Carl Friedrich Gauss, Band VIII, 8. 157—268. 
Herausgegeben von der Königlichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, Leipzig 1900]. Doch schreibt er an 
Schmnaeher am 17. Mai 1831 [a. a. 0. Seite 212], dass seine 
Meditationen über diesen Gegenstand zum Theil vierzig Jahre 
alt sind, und dass er nun einiges aufgeschrieben habe, denn 
er wünsche nicht, dass alles mit ihm unterginge. In seinem 
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Nachlass haben sich in der That einige Bemerkungen auf 
Zetteln gefanden, von denen die wichtigsten die a. a. O. unter 
der Ueberschrift: »Zur Theorie der Parallellinien« [8. 202 — 
208] und: >Die sphärische und die nichteuklidische Geometrie« 
[S. 255 — 257] (Inhalt: Ableitung von Gleichungen zwischen den 
Seiten und Winkeln eines rechtwinkligen Dreiecks bestehenden 
Gleichungen unter der Voraussetzung der Gflltigkeit der eukli- 
dischen Geometrie ftlr unendlich kleine Dreiecke und der 
weiteren Annahme, dass die Gebilde freie Bewegung gestalten] 
veröffentlicht sind. 

Ein vollständiges Lelu^ebäude der nichteuklidischen Geo- 
metrie hat sich im Nachlass von Gauss nicht gefunden. In 
den Ruhm, ein solches zuerst veröffentlicht zu haben^ 
theilen sich zwei ausländische Mathematiker. Der eine ist 
Niaokms Iwanowiisch Lobatschefskijy von dem sogleich noch die 
Rede sein wird, der andere Jokarni Bolyat, ein Ungar, dessen 
Vater Wolfgang Bolyai ein Studienfreund von Gomss war und 
selbst noch versucht hatte, einen Beweis des Parallelenaxiomes 
zu geben. Lobatschefskif» Abhandlung »Ueber die Anfangs- 
gründe der Geometrie« erschien im Jahre 1829, allerdings 
für die Mehrzahl der Mathematiker unzugänglich, da sie in 
russischer Sprache im »Kasaner Boten« veröffentlicht ist. 
J,Bolyai\ »Appendix, scientiam spatii absolute veram exhibens« 
erschien als Anhang zu dem Lehrbuche seines Vaters (»Ten- 
tamen iuventutem studiosam in elementa matheseos ... in- 
troducendi . . .) im Jahre 1832. (Beide Werke sind wieder 
herausgegeben Budapest 1897). J. BolyaV» Werk wurde von 
Gauss sehr gelobt in einem Briefe an seinen Freund Wolfgang B. 
vom 6. März 1832 [Gauss Werke VIII, Seite 220], oder viel- 
mehr, Gauss meinte, er dürfte die Schrift nicht loben, denn 
»sie loben, hiesse mich selbst loben: denn der ganze Inhalt 
der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, und 
die Resultate, zu denen er geführt wird, kommen fast durch- 
gehends mit meinen eigenen, zum Theil schon seit 30 — 35 
Jahren angestellten Meditationen überein.« Lobatschefshij'^s 
Untersuchungen wurden Gauss erst später zugänglich, zuerst 
die »Geometrischen Untersuchungen zur Theorie der Parallel- 
linien. Berlin 1840« (siehe unten); dann aber hat Gau^ss sich 
die russische Sprache angeeignet, um auch die andern Schriften 
lesen zu können. Er schreibt darüber an Schmnacher in seinem 
Briefe vom 28. November 1846 [Gauss Werke Vm, Seite 238], 
dass er neues darin nicht gefunden habe, »aber die Ent- 
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Wickelung ist auf anderem Wege gemacht, als ich selbst ein- 
geschlagen habe, und zwar von Lobatschefskij auf eine meister-^- 
hafte Art in acht geometrischem Geiste«. 

Soviel sei hier zur Einleitung bemerkt, um das Verhältniss 
der beiden Männer, die zum ersten Male die nichteuklidische 
Geometrie ausführlich und jeder für sich auf Grund selbstän- 
diger Untersuchungen dargestellt und veröffentlicht haben, zu 
ihrem ersten Entdecker anzugeben. 



2. N. J. Lobatschefskij 's Leben und Werke. 

Eine ausführliche Lebensbeschreibung Lobatschefskij' s, der 
auch die folgenden Mittheilungen entnommen sind, findet sich 
in dem Buche: Nikolaj Iwcmoimtsch Lobatschefskij. Zwei geo- 
metrische Abhandlungen aus dem Eussischen übersetzt, mit 
Anmerkungen und einer Biographie des Verfassers von F. Engel, 
Zwei Theile. Leipzig 1898 und 1899 (Erster TheU: Die Ueber- 
setzung. Zweiter Theil: Anmerkungen. Lobatschefskij'^ Leben 
und Schriften. Kegister). 

Nikolaj Iwanowitsch Lobatsciiefskij^ am 22. October (2. No- 
vember) 1793 in einer Stadt des Gouvernements Nischni- 
Nowgorod geboren, war der zweite Sohn seiner Eltern. Sein 
Vater, der eine bescheidene Lebensstellung hatte, starb früh, 
schon im Jahre 1797. Die Wittwe zog nach Kasan, wo sie 
es durchsetzte, dass ihre drei Söhne auf Staatskosten erzogen 
wurden. Lobatschefskij besuchte das Gymnasium und studirte 
von 1807 an bis 1811, wo er Magister wurde an der im 
Jahre 1805 gegründeten Universität Kasan. Den grössten Ein- 
fluss auf ihn hatte der Professor der Mathematik Bartels, ein 
Landsmann und Freund von Qauss^ der mit einer Reihe von 
andern deutschen Gelehrten an der russischen Universität ge- 
wirkt hat. 

Der Universität, an der er studirt hat, hat Lobatschefskij 
auch seine ganze Lehrthätigkeit gewidmet, vom Jahre 1812 an, 
wo er den Auftrag erhielt, einen zweistündigen Lehrkurs über 
Geometrie und Arithmetik abzuhalten, bis zum Jahre 1846. 
1816 wurde er zum Professor ernannt. 1827 — 1846 war er 
Rector der Universität. Dann wurde sein Lehrauftrag, der 
ihna schon über die gesetzmässigen 25 Jahre hinaus verlängert 
worden war, nicht erneuert, er wurde aber zum Vertreter des 
Kurators ernannt, und erst im Jahre 1855 ganz in den Ruhe- 

Ostwald's Klassiker. 130. 6 
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stand versetzt. Am 12. (14.) Februar 1856 starb er, nach 
einem Lebensabend, der dnrch Unglück in seiner Familie (der 
älteste seiner drei Söhne, die nebst einer Tochter der im 
Jahre 1632 geschlossenen Ehe entstammten, starb als Student) 
und Verlust des Augenlichtes getrübt war. 

Seine wissenschaftliche Lebensarbeit war in erster Linie 
der nichteuklidischen (imaginären) Geometrie gewidmet, doch 
fand sein erster, im »Kasaner Boten« in russischer Sprache 
erschienener Aufsatz »lieber die Anfangsgründe der Geometrie« 
(1829 — 1830) und die in den Kasaner gelehrten Schriften 
ebenfalls, russisch veröffentlichten »Neue Anfangsgründe der 
Geometrie« (1835 — 1838) wenig Anklang. Er wendete sich 
daher an einen grösseren Kreis, indem er sich der franzö- 
sischen Sprache bediente in der Abhandlung »Geometrie ima- 
ginaire« (Crelle'^ Journal 17, S. 295—320, Berlin 1837) und 
der deutschen (»Geometrische Untersuchungen zur Theorie der 
Parallellinien« von Nicolaus Lobatschefskij, Berlin 1840. In 
der Fincke'schen Buchhandlung. [Hiervon ist 1887 ein Fac- 
similedruck erschienen]). Diese Schrift lenkte das Interesse 
von Gaicss auf Lobatschefskij. Seine letzte zusammenfassende 
Schrift über die von ihm neu geschaffene geometrische Lehre 
ist die »Pangeometrie« , welche hier zum ersten Male in 
deutscher Sprache erscheint. Es giebt davon zwei Original- 
texte, einen französischen: 

»Pang^om6trie, ou pr^cis de g^ometrie fond^e sur une 
th^orie g^n^rale et rigoureuse des paralleles, par 
N. LobatscheffsMj , Professeur dm^rite de l'universit^ de 
Kasan et membre honoraire de l'universit^ de Moscou« 
erschienen in einer 1856 zum fünfzigjährigen Jubiläum der Uni- 
versität Kasan von Professoren dieser Universität herausge- 
gebenen Sammlung, und eine russische Uebersetzung davon, 
erschienen 1856 in den »Kasaner gelehrten Schriften.« 1867 
veröffentlichte Battaglini eine italienische Ausgabe im Giornale 
di Matematiche V, S. 273—336, Neapel 1867. 

Der hier veröffentlichten Uebersetzung diente als Grundlage 
der französische Text in der Gesammtausgabe der geometrischen 
Abhandlungen Löbatschefskif^ (Kasan 1883 und 1886), auf die 
sich auch die Angabe von Seitenzahlen bezieht. 
|P Zum Schluss sei hier noch angeführt, wie Lobatschefskij 
selbst über die Bedeutung seiner neuen Geometrie geurtheilt 
hat (»Ueber die Anfangsgründe« u. s. w. § 15). 
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Nachdem er festgestellt hat, dass in dem uns zugänglichen 
Theile des Raumes die Euklidische Geometrie mit grosser 
AnnÄherung wenigstens, [vgl. unten Anmerkung 40] gilt, be- 
merkt er: 

»Wie das auch sein mag, die neue Geometrie, für die hier 
nunmehr der Grund gelegt ist, kann, wenn sie auch in der 
Natur nicht besteht, nichtsdestoweniger in unserer Vorstellung 
bestehen, und wenn sie auch bei wirklichen Messungen nusser 
Gebrauch bleibt, so eröffnet sie doch ein neues weites Feld 
für die Anwendungen von Geometrie und Analysis auf ein- 
ander. « 

3. Anja^rkungeii zur Uebersetznng. 

1) Zm S, 5. In seiner Gedäohtnissrede auf Gav^s theilt 
Sartorms v. Waltershaitsen mit, dass Qaiiss die üebereinstim- 
mung der Winkelsumme im Dreieck mit zwei Eechten inner- 
halb der Fehlergrenzen durch Messung des Dreiecks Brocken 
— üohenhagen (bei Göttingen) — Inselsberg gefunden hat. 
{Garns Werke VIII, S. 267). 

2) Zu S. 6. Eine andere Annahme, die häufig wiederkehrt, 
ist die, dass gewisse Flächenräume unendlich gross sind. z. B. 
erklärt Gaiiss in seinem Briefe an W. Bolyai (vom 16. Dec. 
1799, (?. W.Vin, S. 159), dass er die Gültigkeit des 11. Axioms 
beweisen könne, wenn die Annahme gestattet ist, dass ein 
geradliniges Dreieck möglich sei, dessen Inhalt grösser wäre 
als eine jede gegebene Fläche. 

3) Zu S. 7. Vgl. das oben in der Lebensbeschreibung 
Gesagte. 

4) Zu S. 7. Der Beweis wird a. a. 0. in der bekannten 
Weise durch Ergänzung zu Kugelzweiecken geführt. 

5) Zu S, 7. Dieser Satz wird in folgender Weise bewiesen: 
Es sei etwa in dem Dreiecke ABCj dessen Winkelsumme 
gleich 7t -\- a sein möge, Ä 

der kleinste Winkel (Siehe ^.--^« ^^---^^^^ 

Fig. 21). Man halbire ^0 
{D sei die Mitte) und mache 
DE = DA, Es ist dann 
/SADB^EDG und daher Fig. 21. 

die Winkelsumme im Drei- 
eck ABG gleich der Winkelsumme im Dreieck AGE. Ferner 
ist in dem zuletzt genannten Dreieck einer der drei Winkel, 

6* 
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Fig. 22. 



etwa DAG wieder nicht grösser als ^^BÄC. Indem man 
nun die Construetion, welche vom Dreieck AB G zum Dreieck 
A GE führte, hinreichend oft wiederholt, würde man zu einem 
Dreieck gelangen, bei dem die Summe zweier Winkel grösser 
ist als TT, und das ist unmöglich. (Diesen Satz und den fol- 
genden hat zuerst Legendre aufgestellt und bewiesen.) 

6) Zu S. 7. Um diesen Satz zu beweisen, fälle man in 
dem Dreiecke ABGj dessen Winkelsumme gleich tt sei, vom 
Scheitel des grössten Winkels [B] aus das Lot p auf die 
gegenüberliegende Seite (Fig. 22J. In 
den beiden rechtwinkligen Theildrei- 
ecken muss dann die Winkelsumme 
auch jedesmal 7t sein. Hieraus folgt 
weiter, dass man ein Rechteck mit 
den beiden Seiten jt? und g, weiterhin 
ein Rechteck mit den Seiten np und 
mq construiren kann (durch Anein- 
anderlegen von Rechtecken mit den Seiten p und q), wo m 
und n beliebig grosse ganze Zahlen sind. Zerlegt man dann 
ein solches Rechteck durch eine Diagonale in zwei rechtwinklige 
Dreiecke, so muss in jedem derselben, weil sie congruent sind, 
die Winkelsumme gleich 7t sein. Um nun zu zeigen, dass in 
einem beliebigen rechtwinkligen Dreiecke DBE die Winkel- 
summe 7t ist (Fig. 23), lege man 
dieses Dreieck in ein grösseres recht- 
winkliges Dreieck mit den Katheten 
AB=mq';>DBxindBG = np':>BE 
hinein, und ziehe noch die Gerade CD. 
In jedem der drei Dreiecke ACD, 
GDE und EDB kann die Winkel- 
summe nicht grösser als 7t sein, 
andererseits ist aber die Summe der 
Winkel aller drei Dreiecke zusammen gleich Stt, weil das 
Dreieck ABG die Winkelsumme 7t hat; und es muss also 
jedes der Theildreiecke , z. B. auch das Dreieck DBE, die 
Winkelsumme 7t haben. Hieraus folgt also, dass zunächst in 
jedem rechtwinkligen Dreiecke die Winkelsumme 7t ist, und 
weiterhin auch in jedem schiefwinkligen Dreieck, weil jedes 
schiefwinklige Dreieck sich aus zwei rechtwinkligen zusammen- 
setzen lässt. (Geom. Unt. § 20.) 

7) Zu S. 8. Um diesen Satz ohne Anwendung von Grenz- 
beti'achtungen zu beweisen, bedürfen wir zunächst einiger 




Fig. 23. 
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Htilfssätze über die Mittellote der Seiten eines 
Dreiecks. 

Dieselben lauten: 

1) Treffen sieh zwei von den Mittelloten der 
Seiten eines Dreiecks in einem Punkte, so geht 
auch das dritte durch diesen Punkt. (Beweis elementar, 
durch Congruenzsätze.) 

2) Wenn zwei von den Mittelloten der Seiten 
eines Dreiecks sich nicht schneiden, dann schneidet 
auch das dritte keines der beiden ersten. (Dies folgt 
aus 1.) 

Zusatz 1: Haben zwei von den Mittelloten der 
Seiten eines Dreiecks ein gemeinsames Lot (vgl. Zu- 
satz 2), so haben alle drei ein gemeinsames Lot. 

Beweis: Haben (Fig. 24) 
etwa die Mittellote der Seiten 
CB und AB das gemeinsame 
Lot UF', so fälle man von 
Ä^ B und C aus die Lote AÄ ^ 
BB' und CG' auf dieses ge- 
meinsame Lot; es bestehen 
dann die folgenden Congru- 
enzen 

GDD'C'^BDD'B' 

AFF'Ä ^ BFF'B. 

Fig. 24. 

Fällt man nun noch von E 

(der Mitte von AG) aus das Lot EE' auf die Gerade ÄG'F'D'B', 

so ist noch 

AA'E'E'^CG'E'E, 

und daher 

-4 E'EA = ^ E'EG = \7i, w. z. b. w. 

Zusatz 2: Zwei 
gerade Linien die 
sich nicht schnei- 
den und einander 
nicht parallel sind, 
haben ein gemein- 
sames Lot. 

Beweis (Fig. 25) : 
Man denke sich von E Fig. 2ö. 



A' £' 


C'F' D' B' 










I 
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(auf ^4 gelegen) das Lot EP auf g^ gefällt, ferner die Geraden 
EE" \\PG ujx^ EE'\\PD gezogen; die beide nothwendig 
zwischen g^ und g^ liegen müssen ; endlich seien noch die Ge> 
raden BB' ± g^ und |1 EE', und AÄ' \\ EE" und ± g^ gezogen. 
Die Mitte zwischen den beiden Fusspunkten A und B^ nämlich 
der Punkt F^^ ist dann der eine Fusspunkt des gemeinsamen 
Lotes. Man kann nämlich leicht beweisen, dass das von F^ 
aus auf g^ geföllte Lot F^ F^ auch auf g^ senkrecht steht. 
Es sei noch F, F'KWAÄ' \\ PC) und F, F[[\BB' \\ PD) gezogen, 
so ist 



und 
also 



^AF,F'[ = ^BF,F{ = n[AF^) 
^F^F,r[ = ^F^F,F[ = niF^F^) , 
^AF^F^ = ^BF,F^ = ^7t. 



Hiermit ist unter der Voraussetzung, dass es zu jedem 
spitzen Winkel a eine Strecke a {a = iT(a)) giebt, der Satz 
vom ge^paeinsamen Lot bewiesen. 

3) Wenn zwei von den Mittelloten der Seiten eines 
Dreiecks einander parallel sind, so ist auch das dritte 
zu diesen beiden parallel. 

Beweis: Ist etwa DD' ]\ FF" (Fig. 24), so kann EE' keine» 
der beiden Lote DD' und FF' schneiden (nach 1), es können 
aber weder EE' und DZ/ noch EE' und FF' ein gemein- 
sames Lot haben (nach 2, Zusatz 1); also müssen alle drei 
Mittellote einander parallel sein. 



Durch Anwendung dieses dritten Satzes gelingt es nun 

leicht, zu beweisen, dass alle Geraden parallel zur Axe des 

Grenzkreises als Axen dienen können. 

(Fig. 26.) Um ihn zu beweisen, wollen wir 

ihm eine etwas andere Fassung geben. 

Es sei AA' die Axe des Grenzkreises, 
BB' eine Parallele, CC ebenfalls; die 
Punkte B und C, in denen der Grenz- 
kreis diese Parallelen trifft, sind dadurch 
Pjg 26 eindeutig bestimmt, dass -4 B'BA = 

^ A' AB und ^C'CA = ^A' AG i^t. 
Nennen wir nun zwei Punkte B und A auf zwei Parallelen 
BB' und AA' einander correspondirend (nach Gauss ^ vgl. 
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Gauss WerkQYm, 8. 202—208), wenn ^JffBÄ^^Ä'ÄB, 
so bekommen wir den Satz: 

Die Schnittpunkte des Grenzkreises, dessen 
Scheitel A und dessen Axe ÄA' ist, mit den Paral- 
lelen zur Axe sind die dem Punkte A correspon- 
direnden Punkte auf diesen Parallelen. 

Der zu beweisende Satz aber erhält folgende Fassung:^ 

Sind A und B zwei einander correspondirende 
Punkte auf den Parallelen AA' und BB\ und ebenso 
A und C auf AA' und CC", so sind auch B und G 
einander correspondirende Punkte auf den Parallelen 
BB' und CC\ 

Beweis: Weil AB und AG zwei Paare einander corre- 
spondirender Punkte sind, ist das Mittellot auf AB ebenso 
wie das Mittellot auf AG parallel zu AA\ BB' und GG\ 
also muss auch, nach dem Satze von den Mittelloten, das 
Mittellot auf B G parallel sein zu diesen Geraden, (Vgl. auch 
die nächste Anmerkung.) Hieraus folgt aber, dass ^B'BG 
= ^ G'GB\ d. h. es sind B und G einander coiTcspondirende 
Punkte auf den beiden Parallelen BB' und GG\ w. z. b. w. 
[Vgl. hierzu >Neue Anfangsgründe« § 110 — 112]. 

8) Zu S. 9. Beim Beweis dieses Satzes vom gegenseitigen 
Parallelismus dreier Geraden, der z. B. in der vorigen An- 
merkung gebraucht worden ist, hat man verschiedene Fälle 
zu unterscheiden: 

1) Die drei Geraden liegen in einer Ebene; ferner möge 
AA' ll GG' und BB' || GG' sein, und es mögen die Geraden, 
die in der Figur (Fig. 27) gegebene 
Reihenfolge haben; es sei ferner die 
Gerade ABG1.GG', Eine Gerade 
AD (ausserhalb AÄ) kann dann BB 
nicht treffen; denn 5^' schneidet ^^4' 
nicht, weil man sonst durch diesen 

Schnittpunkt zwei Pai*allelen zur Ge- c^ ^^ >c' 

raden GG' hätte. Jede Gerade aber, 
welche innerhalb AÄ verläuft von Fig. 27. 

ji aus (z. B. -4JE'), muss BB' schnei- 
den, denn BB' schneidet das Dreieck AGE im Punkte B^ 
muss also aus diesem Dreieck wieder austreten, und der Aus- 
trittspunkt kann nur auf der Geraden AE liegen. Wenn 
A.J! II BB' und BB' || GG' vorausgesetzt ist, ändert sich der 
Beweis ein wenig. 
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Fig. 28. 



Dem Satze können wir, sobald die drei Geraden nicht in 
einer Ebene liegen, anch folgende Fassung geben: Zwei 
Parallelen sind in der dritten Geraden parallel, in 
der zwei durch die beiden ersten Geraden gelegte 
Ebenen einander schneiden. 

Dieser Satz wird so bewiesen (vgl. Fig. 28) : Es seien AÄ 
ui\d BB' zwei parallele Gerade, CG' die Schnittlinie von zwei 

Ebenen, die durch AÄ und BB' 
gehen, es sei ferner -^ CM Jl' = 
^ ABB' = ^7t. CG' kann weder 
AÄ noch BB' treffen. Es sei end- 
lich noch A^ auf AÄ so bestimmt, 
dass ^ BA^A = ^tt ist. Jede Ge- 
rade, die im Winkelraume AGA^ 
verläuft und von G ausgeht, muss 
AÄ nothwendig treffen ; um zu zeigen, 
dass eine im Winkelraume A^ GG' 
verlaufende, von G ausgehende Ge- 
rade AÄ trifft, legen wir durch diese 
Gerade (GX) und durch GB die 
Ebene. Diese Ebene schneidet die 
Ebene ÄABB' in einer Geraden BX, welche, im Winkel- 
raume A^BB' verlaufend, AÄ nothwendig in einem Punkte 
X treffen muss, d. h. die im Winkelraume A^GG' verlaufende 
Gerade trifft AÄ in einem Punkte X Hiermit ist der Paral- 
lelismus von AÄ und GG' bewiesen; ebenso beweist man den 
Parallelismus von BB' und GG'. 

9) 7ai S. 9. Dieser Satz, nämlich dass die Summe der 

Kantenwinkel eines Par- 
alleldreikants gleichyr ist, 
wird in folgender Weise be- 
wiesen : 

Es seien ABG drei Punkte 
auf den drei Parallelen. Durch 
einen Punkt B' von BB' und 
durch die Gerade AG legen 
wir die Ebene, und construiren 
sodann um ^, C und B' als 
Mittelpunkte Kugeln vom Halb- 
messer 1, deren Schnittpunkte 
mit den in der Figur (vgl. 
Fig. 29. Fig. 29) vorkommenden Gera- 
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den in geeigneter Weise bezeichnet werden. Bezeichnen wir 
noch die den Kanten AÄ^ BB\ CC zugehörigen Kanten- 
winkel mit a, j6?, ;/, so ist der Inhalt des sphärischen Drei- 
ecks E^ÄF^\ 

p = \[^ÄE,F, + ^E,F,j:+ a - TT) ; 

ebenso der Inhalt des sphärischen Dreiecks E^C'D^: 

r = |(^ G'E^D, + ^E^D, C + y -^ tv) , 

Bezeichnen wir noch den Winkel ^ÄE^F^:=^ G'E^D^ 
mit (J, so ergeben die beiden Gleichungen: 

^E^F^A' = 2p + 7t^a — d 

^E^D^C'= 2q + 7t-'y — d. 

Endlich ergiebt sich für den Inhalt des sphäi-ischen Dreiecks 
B^A^G^ der Werth 

r = :^{d + a^2p + ö + y — 2q + ß--7c) 
= d — p — q + ^{a + ß + y — 7c) . 

Lässt man nun J9' immer weiter im Sinne des Parallelismus 
sich von B entfernen, so nähern sich die vier Grössen r, <J, 
p und q alle der Grenze Null, und hieraus folgt 

CC -{- ß -\- y = Tt, w. z. b. w. 

10) Zu S, 9, Zum Beweise dieses Satzes sei Folgendes 
bemerkt: 

Es sei (Fig. 30) AÄ\\BB' und AB±BB\ ferner B^ 
ein Punkt a.ui BB' der von ^ aus nach der Seite des Paral- 
lelismus entfernt ist; man errichte in 
ihm das Lot B^ A^ = BA und ziehe 
die Gerade ^^^, endlich errichte man 
auf BB^ das Mittellot B^ A^ . Man er- 
kennt dann sofort, dass A^A^ und B^B^ 
sich weder schneiden, noch parallel zu 
einander sein können, dann muss aber 
der Schnittpunkt von AA* und Bj^A^ 

nothwendig zwischen A^ und B^ liegen, weil die Parallele 
nothwendig zwischen der schneidenden Geraden AB' und der 
nicht schneidenden Geraden AA^ liegt, d. h. es nimmt die 
Entfernung der beiden Parallelen (die Länge des von einem 
Punkte der einen auf die andere gefällten Lotes) nach der 
Seite des Parallelismus hin ab. 



A 


•Aa A, 
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11) Zfu S, 16, Man erhält die hier entwickelten Formen 
sofort durch Betrachtung des Ebenenstüdkes G'GBB (Fig. 3), 
indem man noch durch G den Grenzkreis legt, dessen Axe 
GG' ist. 

12) Zu S. 31, Gemeint ist die oben in der Lebensbe- 
schreibung erwähnte Abhandlung > lieber die Anfangsgründe 
der Geometrie«. 

13) Zu S, 32. Diese Ei^ärung des Grenzkreises haben 
wir oben (Anmerkung 7) benutzt, um ohne Grenztibergänge die 
Eigenschaften des Grenzkreises abzuleiten. 

14) Zu S, 34. Die Formel 

7ik\e^ — e */ 

für den Kreisumfang, welche fflr Ä: = 1 in die Lohatsdiefskij- 
sche tibergeht, hat Oav^s bereits im Jahre 1831 in einem 
Briefe an Schumachei- mitgetheilt {Gauss Werke VIII, S. 218). 

15) Zu S, 37, Um die Formel 23 zh erhalten, hat man 
zuerst den Nenner der vorhergehenden Formel zu vereinfachen. 
Die Glieder, welche tangL nicht enthalten, sind 

cos-i sin n{a) siniT(a;) — %mA tang JI(a) C08il(ir) , 

und dieser Ausdruck verschwindet, da 

tang^ = tangiT(ir) cos il(a) . 

Der Factor von tangL wird 

tangiJ(a) cos il(aT) cos^ sin il(a) 8inil(aj) + sin^ 
(sin il(a) cos J7(a;) sin77(a) sin JI(a;) + cosJ7(a) tang^) cos -4 

C08i7(a) 

COS^ siniT(a3) .. • « ,t/ ^ • « rr/ \\ 

= ..o iT/^^ ... ttL (^ — sm*ir(a) sin«/I(x)) 



COS il(a) co8J7(a:) 
cos ^4 sin//(a;) 



cosiT(a) cos//(a3) 



cos* J7(r) . 



Setzt man diesen Werth in die zu vereinfachende Formel ein, 
und berücksichtigt man noch, dass 

cos 77 (r) = cos77(aj) : cos ^4 , 

so erhält man Formel (23j. 

16) Zi S. 40. Man vergleiche hierzu die geometrische 
Ableitung desselben Satzes in Anmerkung 7, 2), Zusatz 2.. 
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17) Im S, 42, An Stelle dieser zweiten Formel steht bei 
Lobatschefskij sowohl im russischen wie im französischen Text 
der folgende Ausdruck 

C08il(g) = eosn{Jx] Bm^{y^) . 

IS) Zu S. 48. Es ist nämlich bis auf Grössen zweiter 
Ordnung nach dem soeben entwickelten Satze der Inhalt dJ 
des Vierecks, das von den beiden Ordinaten y und y + dy, 
dem Curvenelemente ds und dem Elemente dx der Abscissen- 
axe begrenzt ist: 

dJ =i 27t — 3 ' \7V — rjp = J-TT — (p , 

Dabei ist unter cp der Winkel zu verstehen, den das vom 
ersten Punkte auf die Ordinate des zweiten Punktes gefällte 
Lot mit der Ordinate des ersten Punktes einschliesst. Wendet 
man nun hierauf die Formel (vgl. Zusatz) an: 

cos 9) = cotiT(«/) cotJIfdaj) , 

so kommt bis auf Grössen zweiter Ordnung die zu beweisende 
Formel 

dJ= dxQiOtn{y) . 

Zusatz. Um die hier angewendete Formel zu beweisen, 
die sich auf das Viereck mit drei rechten Winkeln bezieht, 
müssen wir auf die Formeln (25) und (26) (Seite 39) zurück- 
greifen. Danach wird in dem Viereck (Fig. 12) 

1 cos il(a) cos JT(a;) 



cosr/) = 



V 1 + tangV y cos*i7(a3) cos'iT(a) + sin*il(a) 
cos n (y) cos n (x) » cos 11 {y) cos 11 {x) 



8inJT(.)l/eos«J7(x)22^!+l-5^ V8in^iT(,)8in«iI(a:) ' 

^ ^^ ^ ^sin*iT(x) sin*iT(a;) 

also 

cos cp = cot n{y) cotn{x) . 

Setzt man darin für x ein dx^ so erhält man die angewendete 
Formel. 

19) Zu S, 48. Bei Lobatschefskij steht sowohl im russischen 
wie im französischen Texte hier sin';^ an Stelle von cos' f. 

20) Zu S. 48. Um die Formeln zu bestätigen, hat man, 
indem man 

n{y] = r,, nix) = §, nia) = a 
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setzt, zu berücksichtigen, dass 

cos a = cos ); sin ^ 



nnd 



tang»; 
cos$ 



ist. 

Diesen Formeln kann man durch Elimination von rj die 
Gestalt geben: 

tang r V sin* § — cos* a 

tangw = ^ = ^ — , 

cos^ cosacos§ 

rfarctangw 1 

d§ sin*^ — cos*a 



14 



cos* a cos* § 



sin^coSi^ sin^Vsin*f — cos*orl 

cos a cos ^ )' sin* § — cos* a ^^ ^ ®^s* § ) 

sin§ cos*a cos'f • (1 — cos*or) 



(cos* a cos* ^ + sin* ^ — cos* a) cos a cos* | Vsin* ^ — cos* a 
cos« 



sin ^ V sin* § — cos* a 

Dasselbe erhält man durch Differentiation des Integials. 

21) Zu S. 52, Die letzte Formel kann nämlich auch so 
geschrieben werden 

cos6^sin/T(c) = sin^ . 

was mit der ersten Gleichung (10) tibereinstimmt, sobald man 
darin a, A und B mit r, C und Ä vertauscht. 

22) Zu S. 55. Bei Lobatschefskij steht im Russischen und 
im Französischen auf der linken Seite dieser Formel 

[tv — A — B — 0] ' ^cotg C sin of + cos a] . 

23) Zu S. 50. Diese Angabe über das Dreiecksnetz reicht 
nicht aus, damit es sich dem Flächeninhalte nähert; es muss 
z. B. hinzukommen, dass die Winkel, die die Ebene eines der- 
artigen Dreiecks mit der Tangentialebene bilden, sich der 
Grenze Null nähern. Natürlich sind aber alle hinreichenden 
Bedingungen in den hier vorkommenden Fällen immer erfüllt. 
(Man vgl.: H. A. Schivarz^ Mathematische Abhandlungen II, 
Si. 309—311. Berlin 1890.) 
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24) Zu S. 61, Bei Lobatschefskij steht hier im russischen wie 
iauch im französischen Texte (e^ + 1) an Stelle von (e^+ e^~^) 
im Nenner. 

25) Zu S. 65. Bei Lohatschefsidj steht hier sowohl im 
russischen wie im französischen Texte der falsche Werth 



^m\J = \ 2 ' 

Um den richtigen Werth zu erhalten, berücksichtige man, dass 
[Seite 53] 

P* = - (1 + \a^f - (1 + \h^f - (1 + 1-c*)'- 

+ 2(1 + -I [a" + &* + c*) + |(a^&'- + &«c« + c'-a«)) + 1 

=:|(— a* — Z>* — c* + 2(a*6^ + ^^*c* + c'a^]] 

wird. — Bei LobatscJisfskij steht dann auch noch die falsche 
Formel für den Inhalt: 



21/2 

26) Zii S. 66. Bei LobatscJiefsJdj steht (im französischen 
Text) in der folgenden Formel fälsclalich 11 (z) für sin iT (;?;). 

27) Zu S. 66. Im Nenner steht hier noch der Factor 2; 
es muss also bei Berechnung der Oberfläche dieser Ausdruck 
mit 2 dx dy multiplicirt werden, so dass man hat 



f fdxdy l/jdz)^ 1 pr- 

JJ»mn{z) ^ \dx) '^ Bm^n{y)\dy) 



sin*il(?/) sin'il(^) ' 

denn der in der Formel des Textes stehende Ausdruck ist, 
mit dx dy multiplicirt, der Inhalt eines unendlich kleinen 
Dreiecks und nicht der eines unendlich kleinen Parallelo- 
gramms ! 

28) Zu S. 68. Bei Lobatschefskij steht im französischen Texte 
der Pangeometrie im Zähler der folgenden Formel cos iT(r) statt 
cos* il(r); im Nenner hat der russische Text ausserdem noch 
sin^r/) für sin*?//. Richtig steht die Formel in § 34 der Arbeit 
i> lieber die Anfangsgründe der Geometrie«; ebenso die fol- 
genden Formeln. 

29) Zu S. 68. Mit 8 dcp dtp wird multiplicirt wegen der 
acht Kugelconstanten. 
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30) Zu S. 68. Bei Lohatschefskij fehlt in beiden Texten 
die Zahl 2 im Nenner der folgenden Formel. 

31) Zu S, 68. Bei Lobatscfiefskij fehlt in beid«L Texten 
bei der folgenden Formel die Zahl 2 im Nenner auf der linken 
Seite und der Factor x im Zähler auf der rechten Seite. Ferner 
ist a = cosil(r) zu setzen. 

32) Zu S. 69. Dieselben »Grenzkreiscoordinaten« sind oben 
(S. 47) zur Berechnung des Flächenelements angewendet worden. 

33) Zu S, 70, Bei LobatscJiefskij steht in der fönenden 
Formel im Nenner fälschlich dK drj dz im russischen, d^ dr^ dz 
im französischen Texte. 

34) Zu S. 71. Bei Lohatschefskij steht im französischen 
Texte t fttr &. 

35) Zu S, 73. Bei Lohatschefskij steht im französischen 
Texte auf der rechten Seite der folgenden Formel \- statt \. 

36) Zni S. 73. >in jeder Beziehung endlich« soll offenbar 
heissen, dass nicht nur das Volumen des Stumpfes endlich 
ist, sondern auch die Oberfläche und die Entfernung je zweier 
Punkte, die in dem betrachteten Raumtheile oder an seiner 
Grenze gelegen sind. 

37) Zu, S. 75. Vgl. die vorige Anmerkung. 

38) Zu S. 75. In der >Göom^trie imaginaire« [Grelle^s 
Journal Bd. 17, S. 295—320, Berlin 1837) hat Lohatschefskij 
in der That die Gleichungen für das rechtwinklige Dreieck 
zum Ausgangspunkte gewählt. Doch war diese Form der 
Darstellung zur Verbreitung seiner Ideen wenig geeignet; denn 
selbst Gauss, der doch in diesen Theorien genau Bescheid 
wusste, nennt die Schrift einen > verworrenen Urwald«. (Brief 
an Oefi'ling vom 8. Februar 1844. Gauss Werke VIII, S. 236). 

39) Zu S. 76. Vgl. Anmerkung 1. 

40) Zu S. 77. Gegen die hier entwickelte Methode zur 
Bestimmung des Parallelwinkels ist mancherlei einzuwenden: 
Vor Allem ist die Messung des Winkels ö unmöglich (vgl. den 
Vortrag von K. Schwarzschild: lieber das zulässige Krümmungs- 
maass des Raumes. Vierteljahrsschrift der astronomischen Ge- 
sellschaft. 35. Jahrgang. S. 337—347. Berlin 1900). Ausser- 
dem aber setzt die Specialisirung für den Fall d = voraus, 
dass der Fixstern unendlich weit entfernt ist, eine Voraus- 
setzung, die doch nicht gut annehmbar ist! 

Dagegen kann man nach einer andern, ebenfalls von LfO- 
hatschefshij herrührenden Methode durch Berechnung der jähr- 
lichen Parallaxe eines Sternes zuerst eine (untere) Grenze für 
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Anmerkangen- 95 

den Parallelwinkel 11 {a) angeben, wo a der Erdbahndurch- 
messer ist, und dann den Betrag berechnen, um den sich die 
Winkelsumme in einem (natürlich möglichst gross zu wählenden) 
Dreieck höchstens von zwei Rechten unterscheidet (»üeber 
die Anfangsgründe der Geometrie«, § 15, 8. 23 der Ausgabe 
von Engel), Auf diese Art ergiebt sich, dass sich die Winkel- 
summe im rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse die Linie 
von einer bestimmten Stellung der Erde zum Stern 29 Eridani 
ist, während die eine Kathete der Erdbahnhalbmesser ist, von 
zwei Rechten um höchstens 0'/43 unterscheidet. Dabei ist 
JI[a) mit Hülfe des Sirius bestimmt. (Vgl. auch den Schwarz- 
scM<f sehen Voiirag). - 
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